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Vorwort. 


ur Abfassung des vorliegenden Leitfadens wurde ich durch 

die Mitwirkung an einem Ferienkurs für Oberlehrer und 
einen mehrjährigen Verkehr mit solchen im Anschluß an das 
physikalische Kolloquium der Danziger Technischen Hochschule 
angeregt. Das kleine Buch enthält in durchaus elementarer, 
dem Verständnis des Primaners angepaßter Behandlung zunächst 
diejenigen Hauptlehren der analytischen Geometrie und Infini- 
tesimalrechnung, welche nach meiner Erfahrung für den Beginn 
naturwissenschaftlicher sowie technischer Studien unentbehrlich 
sind und in den Lehrplan wenigstens der höheren Realanstalten 
Deutschlands (Realgymnasien, Oberrealschulen und technische 
Mittelschulen) Aufnahme finden sollten. Dieses Ziel bedingte 
eine scharfe Beschränkung und Konzentration des Stoffes; so 
wurde nicht nur die fast lediglich vom mathematischen Gesichts- 
punkte interessante Polarentheorie der Kegelschnitte weggelassen, 
sondern auch auf Konvergenz- und Restgliedbetrachtungen ver- 
zichtet. Derartige Gegenstände müssen ebenso wie das infini- 
tesimale Verhalten von Funktionen mehrerer Veränderlichen 
mit der Differentialgeometrie von Flächen und Raumkurven 
und der Lehre von den Differentialgleichungen dem Hochschul- 
unterrichte überlassen bleiben, dem unser Schriftchen nicht vor- 
greifen will. | 

Demgegenüber wurden an verschiedenen Stellen leicht ver- 
wendbare Näherungsverfahren abgeleitet und zahlreiche Übungs- 
beispiele auch geometrischer Natur eingeschaltet, während die 
Anwendungen auf die Mechanik mit Rücksicht auf die Vor- 
bildung der Leser in einem besonderen Kapitel zusammengefaßt 
wurden. Dessen Studium dürfte im Anschluß an den Schul- 
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unterricht zweckmäßig mit dem der Differential- und Integral- 
rechnung parallel laufen. Daß ich mich hierbei in der Haupt- 
sache auf ebene Bewegungsvorgänge beschränkt und einige 
für die Allgemeinbildung wichtige astronomische Probleme auf- 
genommen habe, dürfte wohl kaum Bedenken unterliegen. 

Das Büchlein kann natürlich nirgends den Anspruch er- 
heben, Neues zu bringen. Gewisse Abweichungen von der 
üblichen Darstellungsweise, die der Kenner leicht bemerkt, sind 
in der Unterrichtserfahrung des Verfassers begründet und tragen 
hoffentlich zur Erleichterung bei. Für eingehendere Studien, 
insbesondere eine strengere Begründung der vorgetragenen Lehren 
sei auf den bewährten Leitfaden von R. Fricke »Hauptsätze 
der Differential- und Integralrechnung« (4. Aufl. 1905), 
weiteren Übung auf die bekannten Aufgabensammlungen von 
Dölp, Schlömilch u. a. verwiesen; zukünftige Ingenieure 
werden nach der Durcharbeitung unseres Buches Perry s »Höhere 
Analysis für Ingenieure«, deutsch von Süchting (2. Aufl. 1910), 
mit Nutzen zur Hand nehmen. Außerdem sei noch bemerkt, 
daß die im vorliegenden Leitfaden gebotene mathematische 
Grundlage zum Eindringen in des Verfassers mehrbändiges 
»Lehrbuch der technischen Physik«!) größtenteils ausreicht, da 
in diesem fast alle weitergehenden Sätze im Zusammenhang 
mit konkreten Problemen abgeleitet werden. 

Zum Schlusse danke ich noch meinen Herren Assistenten, 
Privatdozent Dr.-Ing. A. Pröll und Dr.-Ing. R. Plank für ihre 
Hilfe beim Lesen der Korrektur sowie für die Anfertigung der 
Figuren. Ich würde mich freuen, wenn das Buch in Oberlehrer- 
kreisen, welche mit mir die Aufnahme der Infinitesimalrechnung 
in den Lehrplan der höheren Schulen zur Vertiefung der Natur- 
erkenntnis für notwendig erachten, Anklang finden sollte. Ver- 
besserungsvorschläge von dieser Seite würde ich mit Dank ent- 
gegennehmen. 


Danzig-Langfuhr, im September 1910. 


H. Lorenz. 


1) Bd. I, Techn. Mechanik starrer Systeme, 1902; Bd. II, Techn. Wärmelehre, 
1904; Bd. III, Techn. Hydromechanik, 1910; Bd. IV, a Mechanik elastisch- fester 
Körper in Vorbereitung. 
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Kapitel I. 
Analytische Geometrie. 


$1. Zusammenhang zwischen Gleichungen und Kurven. 


Die Algebra lehrt, daß zur Bestimmung zweier Unbekannten 
x und y stets zwei Gleichungen nötig sind. Liegt nur eine 
solche Gleichung zwischen & und y vor, so kann man über eine 
der beiden Unbekannten, z. B. x frei verfügen, d. h. ihr eine 
Folge beliebiger Werte erteilen, der dann nach Einsetzen in die 
vorgelegte Gleichung eine Reihe von Werten der anderen Un- 
bekannten y entspricht. Die durch diese Gleichung verknüpften 
Unbekannten stellen demnach miteinander veränderliche 
Größen dar, von denen wir die eine, deren Wertfolge will- 
kürlich angenommen wurde, als unabhängige, die andere 
hierdurch bestimmte dagegen als abhängige Veränderliche 
bezeichnen wollen. Die Abhängigkeit der Veränderlichen y von 
x selbst drücken wir dagegen durch den Begriff der Funktion 
von x aus und schreiben die nach y aufgelöste Gleichung all- 
gemein in der Form 

UF HIER a Rh ed lei lh) 
(gesprochen y gleich f von x), worin f(x) irgend einen Ausdruck, 
in dem außer Konstanten nur die Veränderliche x vorkommt, 
bedeuten kann. 

Zur geometrischen Veranschaulichung der Beziehung zwischen 
den beiden Veränderlichen tragen wir nunmehr in Fig. 1 eine 
Anzahl reeller Werte von & in irgendeinem Maßstabe auf einer 
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Geraden, der sog. Abszissenachse OX, von einem festen 
Anfangspunkte O aus derart ab, daß 
0A, = 0, = OL = um. 

Errichten wir dann in den 
Enden dieser Strecken Lote, deren 
Länge durch die zugehörigen Werte 
von y gegeben ist, also 

AB =y = fa), 
Aa Ba = Ya — f(&) usw, 

so werden die Punkte B einander 
um so näher liegen, je geringer 
‚ die Unterschiede der aufeinander 
A, folgenden Werte der x ausfallen. 
Fig. 1. Bei unmerklich werdenden Unter- 
schieden der x werden schließlich 
die Punkte B eine stetige Kurve bilden, welche wir als eine 
geometrische Darstellung der Gleichung (1) bzw. der 
Funktion f(x) ansprechen dürfen, während die Formel (1) als 

die Gleichung der Kurve Fig. 1 bezeichnet wird. 


Es steht natürlich gar nichts im Wege, die vorgelegte 
Gleichung zwischen x und y nach der anderen Veränderlichen x 
aufzulösen, wodurch man an Stelle von (1) 

z=HlW)....0. „6% 
erhalten würde. In dieser sog. umgekehrten oder inversen 
Funktion von f(x) erscheint jetzt y als unabhängige und & 
als abhängige Veränderliche derart, daß in Fig. 1 den Strecken 

0G = yı, OR = ya, 003 = Yz USW. 
auf der zur Abszissenachse OX normalen Ordinatenachse OY 
die Lote 

GB, == F(yı), (2Bz = % = F(ya) usw. 

zugehören, ohne daß die Kurve B,B,Bz ... ihre Form ändert. 
Daraus geht hervor, daß auch die Formel (2) ohne weiteres 
als Gleichung der Kurve B\B,Bz;... angesehen und benutzt 
werden darf. 

Durch das vorstehende Verfahren haben wir die Lage der 
einzelnen Punkte einer ebenen Kurve durch ihre Abstände von 
zwei zueinander senkrechten Achsen definiert, also auf ein recht- 
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winkliges Achsenkreuz bezogen. Die Abstände selbst 
nennen wir die Koordinaten des Punktes, und zwar die auf 
der X-Achse gemessenen die Abszissen, die auf der Y-Achse 
die Ordinaten, während der Schnittpunkt O der Achsen als 
Anfang des Koordinatensystems oder kurz als Koor- 
dinatenanfang bezeichnet wird. 


Wenn wir den Koordinaten eines der Punkte B in Fig. 1 
das positive Vorzeichen zuschreiben, so entsprechen dem An- 
fang O die Werte <=0, y=0. Die rückwärtige Verlängerung 
der Achsen über O hinaus führt dann folgerichtig auf negative 
Werte der Koordinaten, so daß das vollständige Achsenkreuz 
die Ebene in vier Quadranten (Fig. 2) derart teilt, daß beim 
Überschreiten einer Achse jedesmal eine der beiden Koordinaten 
ihr Vorzeichen wechselt. Weiterhin erkennt man, daß für alle 
Punkte der Abszissenachse OX, y=0 und für alle Punkte der 


Ordinatenachse OY, & = 0 ist, so daß in unserem Koordinaten- 
system y—=0 die Gleichung der Abszissenachse OX und 
&=0 die Gleichung der Ordinatenachse OY darstellt. 


Sind nun zwei Gleichungen zwischen den beiden Un- 

bekannten & und y, nämlich 
y=h@), y=RM). . .:.. 08 
vorgelegt, so entsprechen diesen nach dem Vorstehenden auch 
zwei ebene Kurven, BB und DD (Fig. 3), die sich in einem 
oder mehreren Punkten schneiden werden. Da diese Schnitt- 
punkte beiden Kurven zugleich angehören, also auch beide 
Gleichungen (3) erfüllen, so stellen ihre Koordinatenpaare x: Yı 
1% 
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und &, %5 offenbar Wurzeln dieser Gleichungen dar. Die Anzahl 
solcher Wurzelpaare hängt im Falle algebraischer Gleichungen 
nur von dem Grade der durch Elimination einer Veränderlichen, 
z. B. von y aus (3), hervorgehenden Gleichung für die andere 
Veränderliche & 
ha)=ha) or SE 

ab. Ist diese Gleichung von höherem als zweitem Grade, so 
bietet ihre algebraische Auflösung schon erhebliche Schwierig- 
keiten und wird im allgemeinen für höhere als vierte Grade 
sogar unmöglich. Demgegenüber lassen sich fast immer die 
beiden Kurven (3) leicht in ein Koordinatensystem eintragen, 
womit ihre Schnittpunkte ohne weiteres, und damit auch wenig- 
stens die reellen Wurzelpaare mit einer nur durch die Strich- 
dicke beschränkten Genauigkeit gegeben sind. 


Dasselbe Verfahren läßt sich auch zur graphischen Lösung 
einer beliebigen Gleichung 


a&)=0.,:.: 20, 2 
anwenden, deren Wurzeln mit den Abszissen der Schnittpunkte 
der beiden Kurven 

y=flie,.:.y=Q 2. Er ve 
d.i. der durch die erste Gleichung y = f(x) gegebenen Kurve 
mit der durch y =0O definierten Abszissenachse O X, identisch sind. 


1. Beispiel. Gegeben sei die Gleichung ersten Grades 
y=zatgatb,;..... de 
deren graphische Darstellung in Fig. 4 eine Gerade mit dem Neigungs- 
winkel « ergibt, welche die Abszissen- 
ö b 
achse („—=0)in dem Punkte xe= — ee 
— —b.cotg « und die Ordinatenachse 
(2 = 0) im Punkte y—=--b schneidet. 
Die Umkehrung der Gleichung liefert 
die inverse Funktion 


Bear 
2 Fr —(y—b)cotgo,. (ba) 


Fig. 4. die ebenfalls eine Gleichung der Ge- 
raden B bedeutet. 


2. Beispiel. Bezeichnen wir mit y den Druck eines Gases in 
Kilogramm auf ein Quadratmeter, mit x das Volumen von 1 Kilogramm 
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des Gases, gemessen in Kubikmetern, so ändern sich nach dem Boyle- 
Mariotteschen Gesetze diese Größen bei konstanter Temperatur nach 
der Gleichung 


U a hr Ra, ee ee a 0] 


Wir erhalten also eine 
Kurve AB mit einem kon- 
stanten Inhalt C des aus der 
Abszisse und Ordinate jedes 
Punktes gebildeten Rechtecks, 
woraus sich sofort die in 
Fig. 5 angedeutete einfache 
punktweise Konstruktion der 
Kurve ergibt. Lösen wir die 
Gleichung nach y oder x auf, 
schreiben also 


16 GC 
tr, (6a), 


so erkennen wir, daß die 
Funktion durch Umkehrung 
keine Änderung erleidet, oder 
daß wir, ohne die Lage der Fig. 5. 
Kurve zu ändern, die beiden 
Koordinatenachsen miteinander vertauschen können. Weiter folgt aus 
diesen beiden Formeln für = =0, y=o, bzw. für y=0, =m, 
d. h. die Kurve erreicht die beiden Achsen erst im Unendlichen. 
Schließlich ändert sich die Gleichung xy = C auch nicht durch gleich- 
zeitigen Vorzeichenwechsel beider Veränderlichen, so daß unserer Glei- 
chung auch ein im Scheitelquadranten gelegener in Fig. 5 punktierter 
Kurvenzweig genügt, der mit dem ausgezogenen kongruent ist. Dieser 
Zweig besitzt übrigens keine physikalische Bedeutung für Gase. 

3. Beispiel. Trägt man die den beiden Gleichungen (5) und (6) 

Uhr Dt Or es ER) 

entsprechenden Kurven Fig. 4 und 5 in ein und dasselbe Koordinaten- 
system ein, so ergeben die Koordinaten ihrer Schnittpunkte die 
Wurzeln des simultanen Gleichungspaares (7), die sich in 
diesem Falle auch leicht exakt berechnen lassen. Eliminiert man 
nämlich aus beiden Gleichungen die Veränderliche x, so folgt 


VEN EEE SE RENT) 
mit den beiden Wurzeln 
3 
v-+5tyg+ls EEE 


denen dann die Werte 
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2 2 
= W—dooga—— Zootgety TE 4 Oootg CKYEE 
entsprechen. Wir erhalten also infolge der quadratischen Natur von 
(7a) zwei Wurzelpaare im Einklang mit den beiden Schnittpunkten 
der Kurven. 
4. Beispiel. Um die drei Wurzeln der kubischen Gleichung 


oe — 52192 —5=0 ..... 2 2 28 
graphisch zu ermitteln, setze man in der Formel 
y—=a —52°249%2.—5. 1,2. 20. 283) 
der Reihe nach verschiedene Werte von x ein. Man erhält so die 
Koordinatenpaare 
= —3 —2 —1l 0,+1, +2, +3 usw, 
y—= — 300, — 4, — 20, —5, 0,-+1-+4 us. 


und erkennt, daß die der Gleichung(8a) 
entsprechende Kurve Fig. 6 die Ab- 
szissenachse in dem Punkte 2 =1 
schneidet, womit schon eine reelle 
Wurzel von (8) gegeben ist. Das 
stetige Ansteigen der Kurve mit 
wachsendem & deutet darauf hin, daß 
weitere Schnittpunkte mit der X-Achse 
nicht existieren, d. h. daß die beiden 
anderen Wurzeln von (8) . konjugiert 
komplex sind. Zur Entscheidung 
dieser Frage setze man probeweise 
a3 502492 —5 
= (@+ar+b) @—1) 
oder nach Ausführung der rechts- 
seitigen Multiplikation 
Fig. 6. oe — 59 5er 
+a -D®+b —- )2—b. 
Die Identität beider Ausdrücke erfordert aber die Übereinstimmung 
der Faktoren der gleichen Potenzen von & auf beiden Seiten, woraus 
a=—4, b=-+5 
folgt. Die Auflösung der quadratischen Gleichung 
a — 42 +-5=0 
liefert schließlich das konjugiert komplexe Wurzelpaar 
2—2 7. Je, 
womit im Verein mit = 1 alle Wurzeln von (8) gegeben sind. 
Aus den bisherigen Betrachtungen geht hervor, daß man 
die rechnerische Behandlung von Gleichungen mit zwei Un- 
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bekannten durch geometrische Darstellungen ersetzen kann, so- 
lange wenigstens die vorgelegten Gleichungen nur reelle Kon- 
stanten enthalten. Daraus dürfen wir schließen, daß auch der 
umgekehrte Weg, d. h. der Ersatz geometrischer Konstruktionen 
durch analytische Rechnungen mit Gleichungen, welche aus 
den Eigenschaften geometrischer Gebilde abgeleitet sind, prak- 
tische Vorteile insbesondere dann verspricht, wenn es sich um 
die Aufdeckung allgemeiner Beziehungen handelt. Dieses von 
dem Franzosen Descartes (Cartesius), nach dem man wohl 
auch die rechtwinkligen Koordinaten als Cartesische bezeichnet, 
zuerst mit Erfolg angewandte Verfahren bildet in der Tat die 
Grundlage der sog. analytischen Geometrie, mit der wir 
uns zunächst beschäftigen wollen. 
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Eine gerade Linie oder kurz eine Gerade ist in der 
Ebene vollständig bestimmt durch einen ihrer Punkte und die 
Neigung gegen eine feste Gerade, z. B. die Abszissenachse. Be- 
zeichnen wir die Koordinaten dieses Punktes P, mit x yı, die- 
jenigen eines beliebigen Punktes P der Geraden mit zy und 
ihren Neigungswinkel gegen die X-Achse mit «, so ist in dem 
Dreieck PıPC (Fig. 7) 


VN— IE — DER reed) 
oder 


y=Yyı-Kıtgae-+ xtgo. 

Hierin bedeutet aber (mit x = 0) yı — x tge= b den Ab- 
schnitt OB der Geraden auf der Ordinatenachse, so daß wir an 
Stelle von (1) auch 

Va Ra el ee A 
als Gleichung der Geraden schreiben dürfen. Fällt die 
Konstante b weg, so haben wir es mit einer Geraden durch den 
Anfangspunkt O selbst zu tun, deren Gleichung somit 

RT a TE ER (2a) 

lautet. | 
Bezeichnen wir ferner den Abschnitt der Geraden auf der 
positiven Abszissenachse (für y=0) mit a, so wird in Fig. 7 
in dem Dreieck APD die Strecke AD = x --. a, woraus sich 
die Proportion ergibt 
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oder 


tn 1 RT Te 
als eine dritte Form der Gleichung unserer Geraden, die sich 
durch ihren symmetrischen Bau auszeichnet und aus (2) durch 


Division mit b sowie mit a a unmittelbar hervorgeht. 


Würde der Punkt A rechts von O 

. liegen, so hätten wir in 8) — a 
durch + a zu ersetzen, wodurch 
die Gleichung die Form 


a 
= +, == 1 :,..88) 
annimmt. : 

Eine Gerade ist weiterhin auch 
bestimmt durch zwei ihrer Punkte 
P, und P, mit den Koordinaten 
x yı und &%s, welche die Gleichung erfüllen müssen. Benutzen 
wir hierfür die Form (2) so folgt 

y=atga+ b 
y—=%tga—+ b 
und daraus durch Subtraktion 
Yyı — Ya = (&ı — 2%) tg. 
Dividieren wir diese Formel in Gl. (1), so erhalten wir als neue 
Gleichung der durch unsere zwei Punkte hindurchgehenden 
Geraden 


Fig. 7. 


YErN Ye 

ee oe 
die wir natürlich auch auf rein geometrischem Wege aus Fig. 7 
hätten ableiten können. 

Fällen wir nun in Fig. 8 vom Koordinatenanfang O 
aus ein Lot von der Länge / auf die Gerade vom Neigungs- 
winkel « gegen die Abszissenachse und gleichzeitig ein solches 
AO vom Endpunkte A der Abzisse eines beliebigen Punktes P 
der Geraden, so wird dieses letztere Lot von einer Parallelen 
zur Geraden durch O im Punkte B getroffen und wir erhalten 

I=BC=AC— AB RR 
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oder wegen 
AC=ycosa AB=xsin u 
auch 
Te RT Me 
als fünfte Gleichungsform. Diese läßt sich durch Division mit 
sowie mit den Substitutionen 

l I 

csa ° sina 
sofort auf die Form (3) zurück- 
führen bzw. aus dieser her- 
leiten. 

Alle bisher entwickelten 
Gleichungen der Geraden sind 
sowohl für die Abszisse x wie 
auch für die Ordinate y vom 
ersten Grade und können 


er 


daher als Sonderfälle der all- Fig. 8. 
gemeinen Gleichung ersten 
Grades ERST ER a EERNEEL 


angesehen werden, worin A, B, © beliebige reelle Konstanten 
bedeuten. Schreiben wir diese Gleichung in der Form 


A C 
so wird sie offenbar mit (2) identisch, wenn wir 
0 
FT ne 


setzen. Daraus geht hervor, daß nicht nur die Gerade 

durch Gleichungen ersten Grades befriedigt wird, 

sondern daß umgekehrt jede Gleichung ersten Grades 

zwischen zwei Veränderlichen eine Gerade darstellt 

und darum auch als lineare Gleichung bezeichnet wird. 
Der Schnittpunkt zweier Geraden 


y-aıtga+bı 7 
y=zxtgog + bs (M) 
besitzt die Koordinaten 
Eu ba — bj ia bıtg ao — botg oı 
ET gm —tgu !TTOgm—tgu (7), 


welche fürtgau, =tg«, d.h. im Falle eines parallelen Verlaufes 
der Geraden unendlich werden. 
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Stehen die beiden Geraden (7) senkrecht zueinander, so ist 

0% = üı 4 90°, also 
tg, tgoı = — 1 
und wir erhalten für den Schnittpunkt die Koordinaten 
c—= (bg, —b)sinacosa; y=b, cos? a, —4 b, sin? o, (7b). 

Bezeichnen wir die Entfernung zweier Punkte P, 
und F, mit den Koordinaten x, yı bezw. & % mit s (Fig. 9), 
so ist bei einem Neigungswinkel « der Geraden P, Ps 

Lo — X =SC08S0, Y—Yı=zssin a, 


2—= (m —aı)”- w—-Y” -:..® 
im Einklang mit dem Pythagoreischen Lehrsatz für das aus 
den Seiten &g — Xı, Ya —yı und s bestehende Dreieck hervorgeht. 


Die beiden Punkte P, und P, be- 
stimmen aber auch mit dem Koor- 
dinatenanfang O0 ein Dreieck OP, P,, 
dessen Inhalt nach Fig. 9 sich zu- 
sammensetzt wie folgt 


OPı Pa = 041 Pı + Aı Pı Pa Ag — OAs Pa. 

Nach Einsetzen der Koordinaten 
der Eckpunkte ;P, P, berechnet sich 
hiermit die Dreieckfläche F zu 


2 Yı Tr (& — a) Yet Yı) 82 Ya 
Er 2 2 


woraus 


woraus nach Kürzung 

Br-=ym pa Anne 
hervorgeht. Dieser Ausdruck ändert offenbar sein Vorzeichen, 
wenn man die Indizes 1 und 2 mit einander vertauscht, so daß | 
man auch schreiben darf 

OP, P Ze re OP, P.. 

Das heißt aber nichts anderes, als daß das Vorzeichen 
unserer Dreieckfläche davonabhängst, ob wir seinen 
Umfang im Sinne des Uhrzeigers oder entgegen- 
gesetzt umfahren. Welchem der beiden Drehungssinne wir 
das positive Vorzeichen zuordnen wollen, bleibt zunächst unserem 
Ermessen anheimgestellt. 

1. Beispiel. Um die Länge des Lotes !, von einem Punkte 
%,Y, auf die Gerade von der Gl. (5) 
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ycosa—xsina=/| 
zu ermitteln, brauchen wir nur durch den Punkt eine Parallele hinzu- 
zuziehen, deren Abstand vom Anfang O mit /!, bezeichnet werde. 
Alsdann ist 

ycsa—zsina—=|, 
die Gleichung dieser Parallelen, der auch der Punkt x, %, derart ge- 
nügt, daß 

y,cosa — x,sina—=l, 
gilt. Das gesuchte Lot /!, ist nun offenbar nichts anderes als die 
Differenz !, — I, so daß wir dafür schreiben dürfen 

ı, =4h,-!=y 08a — ,sina—l.:. . .. (10) 
2. Beispiel. Es seien die Koordinaten x, y, des Fußpunktes 
des Lotes von einem Punkte r,%, auf die Gerade 
y=xtga—b 

anzugeben. Dieser Fußpunkt genügt einerseits der Gleichung dieser 
Geraden, so zwar daß 


U a Da ae tk), 
während die Gleichung des durch x,%, und &, y, hindurchgehenden 
Lotes mit dem Neigungswinkel «a, 


N Ta 3 NEE Yo 
cn ml 18% 
ist. Die Bedingung für die Normalstellung zur vorgelegten Geraden 


lautet aber 


tgautga=—1 

oder 
Yı — % a [9 
en Sehe IE a De u ae 12), 


Für die Auflösung der beiden Gl. (11) und (12) nach &, und y, 
schreiben wir sie zweckmäßig in der Form 
y— atga=b 
ygetı =ytga+% 
woraus sich schließlich ergibt 
= (y —b)sina cosa—- x, cos?«a (13) 
Yı = %, Sin a cosa + b cos? «+ y, sin?« Ä 
3. Beispiel. Der Flächeninhalt eines Polygons mit den Eck- 
punkten P,P,.... P„, deren Koordinaten bzw. 2, %,, & Ya - +: In Yn 
sein mögen, ergibt sich durch Zusammensetzung aus den Dreiecken 
OP,P,„ OP,P,..OP,„P, (Fig. 10), von denen das letzte im umge- 
kehrten Sinne umfahren wird, wie die vorhergehenden. Diesem Um- 
stand wird man indessen schon gerecht durch Summierung des Aus- 
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drucks (9) für die doppelte Fläche der Einzeldreiecke mit fortschreiten- 
den Indizes, so daß wir schließlich erhalten 


Y,%a — YXı 

 Yarz — Ys%ı 

SE TEE HE 
t Ya — Yin 


4. Beispiel. Nach dem vorigen 
Beispiel ist der doppelte Inhalt des durch 
die drei Punkte P, P, P, mit den Ko- 
ordinaten &, Yı, X Yy» X Y; bestimmten 
Dreiecks 

Yı Xa 7 Ya %ı 
+ Ya % — Ya %g (l4a) 
+ Y 8% — Yı a | 
Das Verschwinden dieses Ausdrucks 
X liefert zugleich die Bedingung da- 
für, daß die drei Punkiar I, 


2 


Fig. 10. auf einer Geraden liegen, 
nämlich 
Ya -Yyatyas - ya ty -Yıı =0V. . (BD 


Diese Bedingung folgt auch aus Gl. (4, wenn wir dort y=y, und 
x —= x, einsetzen und beiderseit die Nenner wegschaffen. 
Das Verschwinden des Ausdrucks (14) für ein Polygon mit mehr 
als drei Seiten bedingt dagegen noch nicht, daß die Punkte PA, P,... P, 
PB, auf einer Geraden liegen, sondern nur, daß 
P, beim Fortschreiten von einem Punkte zum 
nächsten in der obigen Reihenfolge die im 
positiven und negativen Sinne umfahrenen 
R Flächenstücke sich ausgleichen. Dieser ent- 
gegengesetzte Drehungssinn ist natürlich 
nur möglich, wenn die Polygonseiten sich, 
wie in Fig. 11 angedeutet, kreuzen, wodurch bei vier Ecken ein sog. 
Vierseit P,P, P, P, entsteht im Gegensatze zu dem Viereck P,P,P,P;. 


r 


A Bier it. 


5. Beispiel. Der geometrische Ort eines Punktes xy, der von 
zwei anderen x, y, und &%,%, dieselbe Entfernung besitzt, ergibt sich 
durch Gleichsetzen der Abstandsquadrate 


en a u 
woraus nach Auflösung der Klammern und Kürzung der beiderseits 
gleichen Glieder 


20% — 0) + 2Y—Yı) ya?) — GIS eNe); 
d.h. die Gleichung einer Geraden resultiert, die, wie der Ver- 
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‚ gleich mit Gl. (4) lehrt, auf der Verbindungslinie von x, y, und x, %, 
senkrecht steht und diese halbiert. Wir wollen diese Gerade als die 
mittlere Normale zu den Punkten x, y, und x,%, bezeichnen. 


$ 3. Der Kreis. 


Den geometrischen Ort aller Punkte in der Ebene mit 
gleichem Abstand oder Radius von einem vorgelegten festen 
Punkt, sog. Mittelpunkt oder Zentrum, bezeichnen wir als 
einen Kreis. Wählen wir im ein- 
fachsten Fall als Mittelpunkt den 
Koordinatenanfang O und bezeich- 
nen mit a den Radius OP eines 
Kreispunktes P (Fig. 12), so erfüllen 
dessen Koordinaten ©y nach dem 
Pythagoreischen Lehrsatz die Glei- 
chung 

ya — 2... (1), 
welche schon die Mittelpunkts- 
gleichung des Kreises darstellt. 


Fig. 12. 


Schneiden wir den Kreis mit einer Geraden durch den 
Mittelpunkt O mit der Gl. (2a) des $ 2, d.h. 
Hi BIN uns aueh): 


so ergibt sich nach Einsetzen in Gl. (1) 
2 


x 
2 ee 
(141820) = as .@ 
oder umgekehrt 
2 
y2(1 + cotg? a)= en = a? 
Dies führt auf zwei zusammengehörige Wertpaare 
Bla DROHEN — IT End. 2... N) 
für die Koordinaten mit entgegengesetzt gleichen Vorzeichen 
und liefert somit zwei auf der Schnittgeraden symmetrisch zum 
Anfang O liegende Punkte, deren Abstand PP, = 2a einen 
Durchmesser des Kreises bildet. 


Schneiden wir dagegen in Fig. 13 den Kreis um O mit einer 
beliebigen Geraden von der Gl. (1) des $2, d.h. 


Vigor en ae (Ab), 
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so folgt durch Einsetzen in (1) 
x2(1-+tg2a) + 2 btga = a — 2 
oder 
x +2xb sina cos a — (a? — b2) cos2u, 
woraus schließlich wegen 
co82« + sin«=1 
= cosa (bsina + Ya?— b2cos? 


y=b cos2«+ sina a? — b2 cos? « 


(8), 


also wieder zwei Wertpaare für 
die Koordinaten sich ergeben, 
denen so lange zwei Schnittpunkte 
P, und P, entsprechen, als 
a>bcoa 2, 0a) 
bleibt. Ist diese Bedingung nicht 
erfüllt, so werden die Ausdrücke 
konjugiert komplex. Alsdann exi- 
stieren keine reellen Schnittpunkte 
und die Gerade läuft an dem 
Fig. 13. Kreise vorbei. 

Verschwindet aber die Ditffe- 
renz unter dem Wurzelzeichen, wird. also 5? cos?« = a2, so fallen 
die beiden Werte für x bzw. y und damit auch die beiden 
Punkte P, und P, zu einem Punkte P, mit den Koordinaten 


1 = —bsinocosa Y=-bcoso . . (6) 
zusammen, indem die in Fig. 13 punktierte Gerade (4) den Kreis 
berührt. Man bezeichnet sie in diesem Falle als die Tan- 
gente des Kreises im Punkte P, und pflegt ihre Konstanten 
b und « durch die Koordinaten x y, auszudrücken. Dividiert 
man nämlich die beiden Formeln (6) ineinander, so folgt zu- 
nächst 


%ı SR 
und nach Einführung in Gl. (4) 
X 
= — — b. 
Y er, 


Multipliziert man beiderseitig mit yı und beachtet, daß nach (6) 
yıb = 5b? co u — 4? | 
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ist, so vereinfacht sich die Gleichung der Kreistangente 
im Punkte x, yı in 
ee ee ne a WEN) 

deren analoger Bau zur Mittelpunktsgleichung des Kreises in 
die Augen springt. Fällt der Mittelpunkt des Kreises nicht mit 
dem Koordinatenanfang zusammen, sondern besitzt er selbst die 
Koordinaten x) Y9, so ist der konstante Abstand a eines Punktes 
xy des Kreisumfanges nach Gl. (8) $2 durch die Formel 

on +W-W=®..... 
definiert, welche mit den drei Konstanten xy, Yo, @ schon die all- 
gemeine Kreisgleichung darstellt, und für 9 = a, % = 0, 
d. h. für eine Lage des Anfangspunktes O auf dem Kereis- 
umfange selbst, während der Mittel- 
punkt M auf der X-Achse liegt, 
Bo rin. die ‚.80g. Scheitel- 
gleichung 

“a? +P=@ 


oder 
ey? =1200..209) 
übergeht. Diese unterscheidet 
sich von den anderen For- Fig. 14. 


meln (1) und (8) vor allem da- 

durch, daß sie kein von den Veränderlichen freies 
Glied mehr enthält, sie hat mit!ihnen jedoch den 
quadratischen Charakter gemein. 

Sind zwei Kreise mit den Radien a, und a, und den 
Mittelpunktskoordinaten x Yı, sowie &o y. vorgelegt, so lauten 
deren allgemeine Gleichungen nach (8) 

@— + W—-y? = 2) 10) 
Kar U—yr m) 0, 
oder nach Auflösung der Klammern 
ar y 2 2 — 2yıy 2 > = (10a) 
+ y — 2m x — 2yY + 2-4 = 0 ; 

Diese beiden Formeln zusammen bestimmen offenbar die 
Koordinaten &y des Schnittes der Kreise, für den sich auch 
durch Subtraktion 
2 (0% — %ı) &+2(y — Yı) y=a?— a — 0? +22 — yı? + yo? (11), 
also die Gleichung einer Geraden ergibt. Das heißt 
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aber nichts anderes, als daß wir den Schnitt zweier 
Kreise durch denjenigen eines Kreises mit einer 
Geraden ersetzen dürfen. Schreiben wir die Gleichung (11) 
in der Form 


9 — X 41? — 09? 2 — m Ne 
nn — 
u 4 Rat 2ya—yı) 2 (ya — Yı) GEM 
während die Verbindungsgerade der beiden Kreis- 


mittelpunkte nach Gl. (4) S2 die Gleichung 


8 Yan, Yı % — Ya X 

Ferner 2 
besitzt, so erkennen wir, daß beide Geradensenkrechtzu- 
einanderstehen, ein aus der Elementargeometrie bekannter Satz. 


1. Beispiel. Um den geometrischen Ort aller Punkte P zu er- 
mitteln, welche von zwei festen Punkten ein konstantes Abstands- 
verhältnis besitzen, verlegen wir den einen dieser Punkte in den 
Koordinatenanfang O0, Fig 15. den andern Ü in die Abszissenachse im 
Abstande c davon und erhalten dann für die beiden Abstände eines 
Punktes P des geometrischen Ortes mit den Koordinaten r, y die 
Ausdrücke 


=? y? 
Y-@-ot+y| 9 
Soll nun 
Fa 
jr: ER 
sein, so folgt auch 


@— + yP=(a-+y2) er. (15) 
oder 


Die e? 
2 2 Se 
2 + y we (15a). 


Be 
Fügen wir auf beiden Seiten den Bruch oa hinzu, so dürfen wir 
auch hierfür schreiben 
ce? & 


e-,) +4 =: m) 


und erkennen, daß der gesuchte geometrische Ort ein Kreis ist mit 
dem Radius 


cE 
1—& 


as, (16) 


und dem Zentralabstand von O 
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c 
1,— 88 
Die Schnittpunkte A und BD des Kreises mit der Verbindungslinie 
der beiden Festpunkte OC, d. h. der Abszissenachse, ergeben sich 
aus (15) mit y = 0 als Wurzeln der Gleichung 
He ee ee 


X = 


(16 a) 


mit den Werten 


c 
Ir 


(17a) 


e 


1 
Man übersieht, daß für e—= + 1 eine dieser Wurzeln unendlich 


\ -+| 


wird, während die andere in 2 = 5 übergeht. Gleichzeitig aber wird 


auch nach (16) der Kreisradius «a = ©, so daß in diesem Falle der 
Kreis in eine Gerade senkrecht zur Linie OÜ entartet- (vrel. $ 2, 
5. Beispiel). 
| 2. Beispiel. Die allgemeine Kreisgleichung (8) enthält drei 
Konstanten, nämlich x,y, unda, deren Bestimmung naturgemäß auch 
drei Gleichungen voraussetzt. Daraus folgt sofort, daß zur Festlegung 
eines Kreises drei seiner Umfangspunkte mit den Koordinaten x, Y,, 
%, Yo, & Yy genügen, deren Einführung in die Kreisgleichung die drei 
notwendigen Gleichungen 
& — 8) + Yı — Yo? a? 
( — 8) + Ya — Yo? = | 
(& — %0? + (Ys — Yo)? = a 
liefert. Schreiben wir dieselben nach Auflösung der Klammern in 
der Form 
Do 2 er 2 Ho a m -- 9,1%) 
+ Ye —- 2% % — 2 Y Ya — ( Yr) . (18a), 
Bm ua Yo a (ey) 
so können wir die Quadrate x,?, Y und a? leicht durch Subtraktion 
je zweier dieser Gleichungen entfernen und erhalten für die Ermitt- 
lung von x,% de beiden Gleichungen 
2 rn N) = ty) — + Yı9) R (18b) 
2) ANY ee Ye) ey) 
Es sind dies für die Koordinaten x, %, die Gleichungen zweier Geraden, 
und zwar nach Vergleich mit Gl. (16) $ 2 der beiden mittleren 
Normalen zu %,%, X Y, Sowie &, Yı, X; Y,, deren Schnitt demnach 
‘im Einklang mit einem bekannten Satze der elementaren Planimetrie 
den Kreismittelpunkt ergibt. Damit ist unser Problem auf den Schnitt 
zweier Geraden bzw. auf die Lösung zweier linearen Gleichungen 
mit zwei Unbekannten zurückgeführt, die wir dem Leser ebenso über- 
lassen können wie die Berechnung von a durch Einsetzen dieser 
Lösung in eine der drei Gleichungen (13). 


(18) 
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$4. Polarkoordinaten und zyklometrische Funktionen. 


Um die Länge s eines Kreisbogens AP zwischen der 
Abszissenachse und einem Punkte P mit den Koordinaten © y 
anzugeben, führt man zweckmäßig in Fig. 16 den Winkel g ein, 
den der Radius OP = r mit der X-Achse bildet, und erhält dann, 
wenn z das Verhältnis des Halb- 
kreisbogens zum Radius bedeutet, 
die Proportion 


SR On 
rn 18090 
und daraus 
Ss „0 
Po 180° N 
Dieses Verhältnis der Kreis- 
Fig. 16. bogenlänge zum Radius bezeich- 


net man nun als den Bogen 
selbst und in dafür arc. (sprich Arcus @) oder kurz 


1800 ee 
womit die Bogenlänge 
S— rn ee 

wird. Der Einheit des Bogens entspricht dann nach (1a) 
ein Winkel von 

180° 

re N (genauer 57° 17’ 45”) 
während umgekehrt z. B. 
den Winkeln @ = 45° 90° 135° 180° usw. 


TERNNTE 3 


die Bogen Pa, er 


zugehören. Im Einklang damit schreibt man auch z.B. 


sin 450 = sin n sin (45 + 9)° = sin 7 + 0) USW., 


wobei der Bogen als eine reine Zahl erscheint, die ebenso 
jeden beliebigen reellen Wert annehmen kann, wie die Zahl der 
Winkelgrade. Dabei ist nur zu beachten, daß für jede volle Um- 
drehung der Bogen um 2 x, der zugehörige Winkel um 360° zu- 
nimmt, so daß z. B. einem Bogen = 12 = 2n 4 5,717=4 nr — 0,566 
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ein Winkel von 9° — 3600 + ae en 
— 32° entspricht. 

Mit dieser neuen Schreibweise kann man sich dann den 
Flächeninhalt des Kreissektors OAP aus einer sehr 
großen Anzahl sehr kleiner, sog. Elementardreiecke zusammen- 
gesetzt denken, deren Höhe mit dem Radius r identisch ist, 
während ein kleiner Bruchteil /s der Bogenlänge die Basis 
bildet. Dieser kleinen Bogenlänge entspricht dann nach (1b) der 
kleine Winkel /g \derart, daß die Fläche des Elementar- 
dreiecks 


— 3600 1 3280 — 7200 


1meE2Y r2 


und die Gesamtfläche des Kreissektors durch Summierung mit 
SI 
N u, ax 

er a ale) 
wird. Mit 9=2n folgt daraus die bekannte Formel für die 
ganze Kreisfläche 


ON EEE DEN 

Aus Gl. (2) erhellt weiter,‘ daß das Vorzeichen der Sektor- 
fläche von demjenigen des Bogens @ oder, mit andern Worten, 
vom Drehungssinne abhängt, wie wir schon bei der Betrachtung 
der Dreieckfläche in $2 bemerkt haben. Rechnen wir nun den 
Bogen 9 mit dem zugehörigen Winkel von der positiven Abszissen- 
achse aus nach oben, wie es der Pfeil in Fig. 16 andeutet, 
positiv, so entspricht einer positiven Fläche ein dem 
Uhrzeiger entgegengesetzter Drehungssinn, womit 
zugleich die in $2 noch erwähnte Willkür in der Wahl der 
Umfahrungsrichtung einer Fläche beseitigt ist. 

Die Lage des Punktes P in Fig. 16 ist nun durch seinen 
Abstand r vom Koordinatenanfang O und die Neigung @ dieses 
sog. Fahrstrahls OP (auch »Radius Vektor« genannt) gegen 
die feste Gerade OX ebenso eindeutig bestimmt wie durch die 
beiden rechtwinkligen Koordinaten x und y, die mit r und 
durch die Gleichungen 


Dr 005 PFUND De td) 
verknüpft sind. Wir dürfen demnach die beiden Veränder- 
9* 
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lichen r und g ebenfalls als Koordinaten in einem durch kon- 
zentrische Kreise um den als Pol bezeichneten Anfang O0, sowie 
von ihm ausgehende Strahlen gebildeten Polarkoordinaten- 
system ansprechen. Die Gleichung eines dieser Kreise mit 
dem Radius r folgt durch Addition der Quadrate von (3) zu 


a ty =r2... 0. eos 
woraus der stets positiv gerechnete Fahrstrahl sich zu | 
—- Y ee y2... 0000 


ergibt, während wir das negative Zeichen vor der Wurzel als 
bedeutungslos unterdrücken. Der Bogen 9, also die zweite 
Koordinate in unserem neuen System, ist dann durch die beiden 
Gleichungen 

& Y 


N ee 2 


bestimmt, deren ee man auch in der Form 


BR AR 
p == arc cos Yarr“ are sin REN (5a) 
schreibt. Durch Division beider Gleichungen (3) erhält man 
schließlich 


Y E 
go= 7 SS Ra ee 
oder umgekehrt analog (5a) 


pr A760, 10 - = arccotg >: 


Wir erhalten also durch Umkehrung der Kreisfunktionen 
sin, cos, tg, cotg vier neue sog. zyklometrische Funktionen, 
nämlich arcsin, arccos, arctg und arccotg une Arcus- Sf 
usw.). Wegen der Beziehungen 

nr Y Y 
sın 9 = C0S £ g)= ern == 
4 Y 
tg = ootg (5 4) = B- 
dürfen wir aber auch umgekehrt schreiben 


ee Yy 
= aresıın =, <= — @ =Aalccos — 
% lee R Y 


p = arctg z 3 — pP = arceotg , 
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woraus durch Addition 


arcsin ni —- arccos _ 3 | 
3 ee Bere: (7) 
arctg Sur arccotg = z| 
für den einfachen Zusammenhang der Funktionen arcsin und 
arctg mit den Komplementären arccos und arccotg folgt, der die 
Verwendung der beiden letzteren geradezu entbehrlich er- 
scheinen läßt. 
1. Beispiel. Die Gleichung der Geraden 
y=atga—b 
lautet in Polarkoordinaten nach Einführung der Ausdrücke (3) 
r (sin  — cosptga)—=b 
oder nach Division mit r 


b 
sin p — cos ptga— — Se 


5 folgt daraus mit sin 5 —], cos 5 —0,r=b, also der 


Abschnitt der Geraden auf der Y-Achse, während für =, sin m —=(, 
c0osz =—1 sich der Abschnitt aufder X-Achse zur=bcotgaergibt. Setzen 
wir schließlich in (8) r = x ein, so wird hierfür tg —=tga, d.h. die 
Parallele durch den Anfang OÖ enthält die beiden Fahr- 
strahlen nach den unendlich fernen Punkten der Ge- 
raden. 


Für @ = 


2. Beispiel. Die Gleichung 
eines Kreises vom Radius a um den 
Mittelpunkt M mit den Koordinaten 
X,Y, (Fig. 17), also 

(8 — 2)” 7 (Yy— Yo) = a* 
geht mit (3) sowie der Substitution 
der Polarkoordinaten r,9, für den 
Kreismittelpunkt 

&=1r,C08 9, Yo—ro Sin Po 
über in 

(r cC0o8 9 — Tr, C08 9)? —+ (rsiny 
—mantn==a’ . .. (9), 


Fig. 17. 


oder nach Auflösung der Klammern 
r? +10? — 2rr,(CosYCcosy, + sin Y sin y,) = d?, 
wofür wir auch mit 
COS 9 COS, + sin p sin 9, = COS (P — %,) 
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als allgemeine Kreisgleichung in Polarkoordinaten 
schreiben dürfen 
r? — ?2rr,cs(P — 9) a —re de 
Diese aus der Elementargeometrie bekannte Formel ergibt sich natür- 
lich auch sofort aus der Betrachtung des Dreiecks OMP. Sie geht 
für r,—0, d.h. für einen Kreis um OÖ selbst über in 
r=a. en a a 


%= sıny 


fs ausıng 


712 lese 


f) N 19 x 4: arclgg 


Fig. 19. 


und stellt in dieser einfachsten Form die Mittelpunktsgleichung des 
Kreises in Polarkoordinaten dar. 
3. Beispiel. Um über den Verlauf der zyklometrischen Funk- 
tionen Klarheit zu gewinnen, zeichne man zunächst die Kreisfunktionen 
= sin g und 2 — te... ren ee 
in Fig. 18 und 19 auf Grund der bekannten Tabellen auf, deren Um- 
kehrung 
p.= arcain d, "a arcige. . ei 
damit unmittelbar gegeben ist, wenn wir die ÖOrdinaten als unab- 
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hängige Veränderliche ansehen. Während nun jedem Bogen y ein 
bestimmter Wert der Kreisfunktionen (10) zugeordnet ist, liefert die 
Konstruktion einer Parallelen zur y-Achse eine unendliche Zahl von 
Schnitten S, S,... mit den Kurven, so daß die Funktionen arcsin und 
arctg unendlich vieldeutig sind. Weiterhin erkennt man, daß 
reelle Werte von arcsin & nur innerhalb des Intervalles -_1<£2<-+1 
möglich sind, während für arctg & solche Grenzen nicht bestehen. 


4. Beispiel. Rollt ein Kreis vom Radius a auf einer Geraden 
ab, ohne zu gleiten, so beschreibt jeder Punkt P seines Umfangs eine 
sog. RollkurveodergemeineZykloide (Fig. 20), deren Gleichung 
wir ermitteln wollen. 
Wählen wir als Anfang O 
den Punkt der Geraden, 
mit dem P vorher in Be- 
rührung war, so ist der 
Bogen PA=aymit dem 
Stück 0A = 00-+ CA 
—=xt-+.a sin pauf der Ge- 
raden identisch, während PCÜ= BA=y die Ordinate darstellt. Somit 
erhalten wir für die Koordinaten eines Rollkurvenpunktes 

a EN am) 

ee ERNFARBT, 033 y 
woraus sich die gesuchte Gleichung durch Elimination des Dreh- 
winkels p ergibt. Da nach der ersten Formel (11) 


coop—1 —. 


ist, so ist zunächst 


a en 3.4 
pP — arccos | 2) 9. — arcsin | Y) 


und 


sing —=yY1-— cos®y | 
a a 


Dies liefert in die zweite Formel (11) eingesetzt die gesuchte Gleichung 


g—=Aa [arecos : n= 2 — y? E il) ar sel 2); 
a a a_ 


welche ersichtlich weniger bequem zu behandeln ist als die beiden 
Ausgangsformeln (11), mit denen man sich darum auch meistens be- 
gnügt. Die Rollkurve selbst, deren punktweise Konstruktion nach 
Einteilung des Rollkreisumfangs in gleiche Teile und Abtragen der- 
selben auf der Geraden keine Schwierigkeiten bereitet, steigt, wie aus 
Fig. 20 erkennbar, von O aus steil an, erreicht nach Durchlaufen des 
Bogens = ihren höchsten Punkt mit der Ordinate 2a und fällt 
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dann wieder zur Geraden ab, worauf sich dieses Spiel beliebig oft 
wiederholt. 

Etwas andere Kurven erhält man für Punkte innerhalb oder 
außerhalb des Rollkreises; ihre Konstruktion sowie die Aufstellung 
ihrer Gleichung nach vorstehendem Muster kann dem Leser als nütz- 
liche Übung empfohlen werden. 

5. Beispiel. Kurven, deren 
Fahrstrahl r mit dem Bogen 
stetig zunimmt, heißen Spira- 
len, ihre einfachste Form (Fig. 21) 
mit Polargleichung 

r=a@ ode 

ist die archimedische Spi- 
rale. Sie beginnt im Koordi- 
natenanfang O0, erreicht im 
Punkte A für 9=1 (d. h. bei 
57,3°) den Radius a, nach einer 
vollen Umdrehung den Ra- 
dius2ra usf. Diese Länge stellt 
zugleich nach Gl. (13) die Diffe- 
renz AA'— PP' zweier aufeinander folgenden Radien auf einem und 
demselben Fahrstrahl dar, deren zugehörige Bogen sich um 2x unter- 
scheiden. 

Um die Gleichung dieser Spirale in rechtwinkligen Koordinaten 
anzugeben, braucht man nur auf die Formeln (3) bis (6) zurückzu- 
greifen, nach denen 


p=arctg-, r=ye®-+y? 


Fig. 21. 


ist, womit aus (13) 


ep nn 
arctg ine = re 
oder 
AN eR | 
a tg = ee ee 


wird. Diese Gleichung ist offenbar weniger übersichtlich und bequem 
als die Polargleichung (13). 


$ 5. Die Kegelschnitte. 


Legen wir von einem Punkte O an einen Kreis mit dem 
Zentrum M zwei Tangenten und lassen die Figur um die Ver- 
bindungslinie OM rotieren, so entsteht ein Kegel mit einer ein- 
geschriebenen Kugel, die sich in einem Kreise berühren (Fig. 22). 
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Daraus erkennt man sofort, daß alle Tangenten an die Kugel 
von einem Punkte aus dieselbe Länge besitzen. Schneiden wir 
nun den Kegel durch eine Ebene, welche die Kugel im Punkte F 
berührt, so wird diese Ebene diejenige des Berührungskreises 
in einer Geraden AB, den Kegel- 
mantel dagegen in einer Kurve 
schneiden, die wir als einen 
Kegelschnitt bezeichnen wol- 
len. Eine Normalebene zu der 
des Kegelschnitts durch OM wird 
daher das ganze Gebilde in zwei - 
symmetrische Hälften teilen 
und daher auch senkrecht so- 
wohl auf der Berührungskreis- 
ebene, als auch der Geraden A 3 
stehen, so daß ihre Schnitt- 
gerade AC mit der Ebene des 
Kegelschnitts deren Berührungs- 
punkt F mit der Kugel ent- 
hält. Anderseits schneidet diese 
Ebene diejenige des Berührungs- 
kreises in einer Geraden AD. 
Ziehen wir von O aus eine Pa- Fig. 22. 

rallele zu AC, welche die Ge- 

rade AD im Punkte E trifft und verbinden O mit einem Punkte P 
des Kegelschnitts, so schneidet die Gerade OP auf dem Kegel- 
mantel den Berührungskreis in @ und bestimmt mit OE eine 
Ebene, die ihrerseits die Kegelschnittsebene in der Geraden PB 
// OE // AC schneidet. Wegen der Ähnlichkeit der beiden 


Dreiecke GPBw GEO 
ist also 
GP _ 00 
BBITEG Er 


und, da wegen der Gleichheit der Kugeltangenten GP= PF 
und GO = OH ist, auch 
PF OH 
PB OR 
Das rechts stehende Verhältnis ist aber wegen der Gleich- 
heit aller Kugeltangenten von O aus sowie wegen der Konstanz 
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von OE unabhängig von der Lage von P, so daß wir den Satz 
erhalten, daß alle Punkte eines Kegelschnitts von 
einem festen Punkte F, dem sog. Brennpunkt, und 
einer Geraden, der Direktrix, ein konstantes Ab- 
standsverhältnis besitzen. 


Bezeichnen wir nun für die analytische Untersuchung des 
Kegelschnitts dieses Abstandsverhältnis mit e, den Abstand der 
Direktrix vom Brennpunkte F mit c und wählen den letzteren 
als Anfang eines Polarkoordinatensystems, dessen feste Achse 
mit der Normalen zur Direktrix durch F zusammenfällt, so zwar 
daß PF=r und LPFX=o ist, 80 folgomit BE 7 ız 
aus Fig. 23 


r=e(C-+rcosg) 
oder 
r1—ec089)=e&c. 


Hierin wird aber fürrpg = . die 


Strecke ec=p, der sog. Parameter 
des Kegelschnitts identisch mit 
der Ordinate im Brennpunkt, so daß 
Fig. 3. wir auch 
r. (1.— 8008.09), — 9. 2.0 

als Polargleichung eines Kegelschnitts für den 
Brennpunkt erhalten, in welcher der Fahrstrahl r unabhängig 
ist vom Vorzeichen von 9, so daß der Kegelschnitt zur 
Achse AFX symmetrisch liegt. Schreiben wir diese 
Gleichung in der Form!) 


Sr pP 
1 e.cosp 


7: (1 a), 


i L 
‘so erkennen wir, daß der Fahrstrahl r = & wird für csp = = 


eine Bedingungsgleichung, die nur erfüllbar ist, wenn € >1. 
Alsdann aber genügen dieser Bedingung stets zwei entgegen- 


!) Setzt man, wie es häufig geschieht, X AFP= y' = 180° — p, 
so wird aus (la) mit cosp = — cos y’ 
w p 
1-+ecos y' 
eine ebenfalls vielfach gebrauchte Form der Kegelschnittsgleichung. 


Y 
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gesetzt gleiche Winkel + p mit Fahrstrahlen nach zwei unend- 
lich fernen Punkten. Für e=1 fallen diese beiden unendlich 
fernen Punkte auf der X-Achse zusammen, während im Falle 
e < 1 jedem Werte von p ein endlicher Fahrstrahl zugehört, 
so daß hierfür der Kegelschnitt eine geschlossene Kurve dar- 
stellt, welche füre = 0 in den Kreis r = p übergeht. Wir 
haben es also mit drei zur Achse AFX symmetrischen Formen 
von Kegelschnitten zu tun, die wir als Hyperbel (e >1), 
Parabel (e=1) und Ellipse (e<{1) bezeichnen wollen. Wie aus 
der Proportion OH: OE = e in Fig. 22 hervorgeht, schließt im 
Falle der Hyperbel die Schnittebene mit der Kegelachse einen 
kleineren Winkel ein als jede Mantelgerade und wird daher 
auch noch den über O hinaus verlängerten Gegenkegel schneiden, 
woraus zwei sich ins Unendliche erstreckende Kurven- 
zweige resultieren. Im Falle der Parabel ist die Schnitt- 
ebene parallel der Mantelgeraden, so daß diese Kurve auch als 
Übergang von der Hyperbel zur geschlossenen 
Ellipse, bei der die Schnittebene den Gegenkegel nicht mehr 
trifft, angesehen werden darf, während der Kreis als Normal- 
schnitt zur Kegelachse und damit als Sonderfall der Ellipse 
erscheint. 


Um die Gleichung des Kegelschnitts in rechtwinkligen 
Koordinaten x’y mit demselben Anfang F aufzustellen, setzen 


wir in (1) 

CO ent?) 
und erhalten 

ya =p-+en 

‚ oder quadriert und aufgelöst nach y 

= (2 —1) 2 +2pe"r +9... 0.68). 
Dies ist schon die gesuchte Kegelschnittsgleichung in 
bezug auf den Brennpunkt, die indessen wenig übersicht- 


lich erscheint, obwohl sie für e=0, d.h. für den Kreis in die 
Mittelpunktsgleichung 


a rl a (2a) 
übergeht. Das heißt natürlich nichts anderes, als daß für den 


Kreis der Brennpunkt mit dem Zentrum und der 
Parameter mit dem Radius zusammenfällt. 
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Zu bequemeren Formen der Kegelschnittsgleichung gelangen 
wir durch Verschiebung des Koordinatenanfangs auf der Sym- 
metrieachse um x), so zwar daß die neue Abszisse 

= —u .. Me 
wird. Dies liefert eingesetzt in Gl. (3) 
y=@—yR+2[ep + @—NYau]a+p 

+ (2 — 1) +29 - -» - .. (3b). 
Verlangen wir nun, daß die Gleichung analog der des Kreises (3a) 
rein quadratisch in beiden Veränderlichen wird, so muß das in 
x lineare Glied verschwinden, wodurch sich die noch unbestimmt 
gelassene Verschiebung x, des Koordinatenanfangs aus 

ep + (2 — 1). = 0 
2 =. a oe 000 ve (Aa) 


berechnet. Setzen wir diesen Wert in (3b) ein, so erhalten wir 
> p | 
re OR nn 

oder nach Vereinigung der veränderlichen Glieder auf einer 

p 
1— 2 
2 
Fa H „ul-9= 


Im Falle der Ellipse, d.h. für < <1 wollen wir zwei neue 
Längen a und 5b durch | 


Seite und Division mit 


22 p2 12 
uU-mr# 7 ehr aan 
einführen, womit die Ellipsengleichung die einfache Form 
p 8 8 
2 2 
rer: ee 


annimmt. 
Lösen wir sie nach einer der beiden Veränderlichen auf, 
so wird 


Re Tower 
=+Yı-3 und “= syı-l N: 


Wir erhalten also für jedes Wertpaar + x zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Werte von y und umgekehrt, allerdings mit den 
Einschränkungen 
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Bean ya ann (Ch) 
für reelle Lösungen von (7a), womit die Ellipse Fig. 24 in den 
Raum eines Rechtecks von den Seitenlängen 2a und 2b mit 
dem Anfang O als Mittelpunkt 
eingeschlossen ist. Infolge der 
aus (7a) hervorgehenden dop- 
pelten Symmetrie der Ellipse 
zum rechtwinkligen Achsenkreuz 
darf der Anfang auch als Mittel- 
punkt der Ellipse, die Formel (7) 
als deren Mittelpunktsglei- -—-— —> 
chung angesprochen werden. 

Die durch (4a) bestimmte Verschiebung x, = OF, für die wir 
nach (6) bzw. nach Elimination von 
a? — b2 


a Fr a I. (6 a) 


Fig. 24. 


auch 
ed ya 2 ars: , AB) 

schreiben dürfen, stellt somit den Brennpunktsabstand 
von der Mitte dar, der nur so lange reell ist, als a? > 2. Daher 
bezeichnet man auch aals die große, b als die kleine Halb- 
achse der Ellipse, während &, die lineare Exzentrizität 
und ihr Verhältnis x :a=e die numerische Exzentri- 
zität genannt wird. Da ferner sich für x, aus (6b) zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Werte ergeben, so muß die Ellipse auch 
zwei Brennpunkte besitzen, was schon aus ihrer Symmetrie 
um die Ordinatenachse folgt. Der zweite Brennpunkt F’ ist 
übrigens, wie leicht bewiesen werden kann, mit dem Berührungs- 
punkte der Kegelschnittsebene mit einer zweiten, dem Kegel 
Fig. 22 eingeschriebenen Kugel um M’ identisch. 

Würden wir für die Hyperbel, also für e>1, die Sub- 
stitution (6) benutzen, so erhielten wir für die Größe b einen 
imaginären Wert, den wir dadurch vermeiden, daß wir jetzt 


Ele Vs Dir 3 ann 
(1-22 [0 Pie ae Ed =D DW (8) 
in Gl. (5) anführen, wodurch wir als Hyperbelgleichung 
Ba 9 
a leer no 0 e, (9) 


erhalten. Daraus folgt analog (7a) 
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5 A 5 

et yG 1 Z=ı yırs Rn 
d. h. wieder eine zum Achsenkreuz doppelt symmetrische Kurve, 
so daß auch (9) als Mittelpunktsgleichung der Hyperbel 
bezeichnet werden darf. Der Verlauf dieser Kurve ist zunächst 
durch die Bedingung reeller Werte von 4 bestimmt, der nach der 
ersten Formel (9a) auf 

rT> a2... son. N a 

führt, so daß innerhalb eines Abstandes + a zu beiden Seiten 
des Mittelpunktes keine reellen Kurvenpunkte existieren. Die 
beiden Punkte = + a heißen die Scheitel der Hyperbel. 
Aus (9a) folgt weiterhin 


ren; + Piz PER = (I. 
womit zugleich der Tan- 
y gens des Neigungswin- 
k kels einer Geraden durch 
O nach einem Hyperbel- 
punkte mit der Ab- 


SER T® szisse x bestimmt ist. 

Be | Rückt dieser Punkt ins 

NA Unendliche, so wird für 

— x Be, esCE X diesen Winkel« (Fig. 25) 
b 

| u ge=ı= + (99). 


N edler Dies sind aber die Glei- 
chungen zweier Geraden 
durch den Anfang 
welche die beiden Hy- 

Fig. 25. perbeläste einschließen 

und als Asymptoten 

bezeichnet werden. Sie bilden zugleich die Diagonalen eines 

Rechteckes aus den beiden sog. Hyperbelachsen 2a und 2b, 

welches von den Hyperbelästen in den Scheiteln $S und 8’ be- 

rührt wird. Eliminieren wir aus (8) die Brennpunktsordinate p, 
so folgt analog (6a) 

a +02 


az 


82, 
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und damit wird der Brennpunktsabstand (4a) 
Mean a. ..4..(86) 

Für die Hyperbel ist also im Gegensatze zur Ellipse keine der 
beiden Halbachsen der Größe nach von vornherein bevor- 
zugt, so daß man die eine a als die Hauptachse, b dagegen 
als die Nebenachse bezeichnet. Schließlich sei noch bemerkt, 
daß wir auch hier zwei Brennpunkte erhalten, von denen 
der zweite F’ den Berührungspunkt der Kegelschnittsebene mit 
einer zweiten Kugel im Gegenkegel in Fig. 22 bildet. 


Für die Parabel werden mit <= 1 sowohl die beiden Halb- 
achsen a und 5 als auch der Abstand x, des Mittelpunktes vom 
Brennpunkt unendlich und daher die Mittelpunktsgleichung (5) 
überhaupt unbrauchbar. Diese Schwierigkeit entfällt aber, wenn 
wir den Koordinatenanfang O in einen Scheitel des Kegelschnitts 
verlegen, in dem alsdann gleichzeitig & = 0, y = 0 wird. Dies 
ist aber nur [möglich, wenn die entsprechende Kegelschnitts- 
gleichung kein konstantes Glied mehr enthält, d. h. wenn in (3b) 


+ (&—1)2° +22: = 0, 
woraus sich der Scheitelabstand &, vom Brennpunkt F zu 


e Tel 
ENTER T| 


mit den beiden Werten 


u =— Dez = ren 22% (AD) 
ergibt. Jeder Kegelschnitt hat also im allgemeinen 
zwei Scheitel, die für den Fall der Hyperbel (>1) auf 
einer und derselben Seite, bei der Ellipse (e <1) auf 
verschiedenen Seiten desjenigen Brennpunktes liegen, 
auf den sich die Polargleichung (1) bezieht, während 
bei der Parabel (e=1) der eine dieser Scheitel ins Un- 
endliche rückt. 

Verlegen wir nun den Koordinatenanfang in den dem Brenn- 
punkt F zunächst liegenden Scheitel $, so müssen wir in (4b) 
den ersten Wert x,’ benutzen, der in die Formel (3b) eingesetzt 
die allgemeine Scheitelgleichung der Kegelschnitte 

Yy=2r7rxc + —- Nr... (0 
ergibt, welche mit <= O0 sowie p= a wieder in die, Scheitelgleichung 
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des Kreises (4) des $ 3 übergeht und sich für die Parabel 
mie din 


y2 = 2pR N 


vereinfacht. Da hiernach y = + Y2px, so existieren für jede 
Abszisse zwei Kurvenpunkte mit entgegengesetzt gleichen Werten 
der Ordinate, d. h. die Parabel 
liegt symmetrisch zur Ab- 
szissenachse OX (Fig. 26). Wei- 
ter folgt aus <= 1, daß der 
Scheitel den Brennpunkts- 
abstand AF von der Direk- 
trix halbiert, und daß dieser 
Abstand selbst mit dem 
Parameter p übereinstimmt. 


Vergleichen wir schließlich die 
verschiedenen Formen der Kegel- 
schnittsgleichungen in rechtwink- 
ligen Koordinaten untereinander, 
nachdem wir alle mit den Ver- 

Fig. 26. änderlichen x und y behafteten 
Glieder auf eine Seite gebracht 
haben, so zeigt sich zunächst, daß alle diese Gleichungen 
quadratischer Natur sind, weiter daß für die Ellipse 
die beiden in & und y rein quadratischen Glieder stets 
dasselbe Vorzeichen und für den Kreis auch überein- 
stimmende Faktoren besitzen, während bei der Hy- 
perbel diese rein quadratischen Glieder entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben. Die Parabelgleichung‘ 
endlich enthält nur das Quadrat einer der beiden Ver- 
änderlichen, die andere dagegen allein in der ersten 
Potenz. | 


Infolge der doppelten Symmetrie der Ellipse und Hyperbel 
in bezug auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz mit dem Zentrum 
als Anfang (Fig. 27 und 28) besitzen diese Kurven nicht nur 
zwei Brennpunkte F} und Fa, sondern auch zwei Direktrices, 
welche die Hauptachse in den Punkten A, und A, normal 
schneiden. Bezeichnen wir nun die Abstände PF, und PF% 
eines Kurvenpunktes P von den Brennpunkten, die sog. Brenn- 
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strahlen, mit r, und r, sowie diejenigen PB, und PB, von 
den gleichgelegenen Direktrices mit x, und %, so gilt für beide 
Kurven 
VIREN UT EEE EEE OLL2) 
Ist weiter Aı Fi} = AaFf%a —= c der Brennpunktsabstand von 
der zugehörigen Direk- 
TER ERHOeTI 2 OF, 
=xoy die lineare Exzen- p 
trizität, so folgt für die 
Ellipse durch Addition A, 
von (12) 


rn tr=E(& 4%) 
—2e.(c+%) 
oder unter Einführung 
des Parameters p = ec Fig. 27. 
sowie mit Rücksicht auf 
Gl. (4a) und (6) 


ge? 
n+n= 214,5) 
BAR 
.1—2 | 
Für die Hyperbel 


dagegen ergibt sich durch 
Subtraktion der beiden For- 


= 6122); 


meln (12) 
19-11 = E (ig — %&ı) 
— 9: (29 a ec). Fig. 28. 


Hierin ist, wenn x, eine positive Länge bedeuten soll, an Stelle 
von (4a) wegen e>1 


Dr 
0 &2—]1 


zu setzen, so daß mit (8) 
&2 29» 

Y —rı =2p a -') rate 2a 120 
wird. Wir erhalten also den Satz, daß bei der Ellipse die 
Summe derbeiden Brennstrahlen, bei der Hyperbel 
deren Differenz konstant, und zwar gleich der 
ganzen Hauptachse, ist. 

Lorenz, Einführung i. d. Elemente d. höh. Mathem. u. Mechanik. B) 


34 Kap. I. Analytische Geometrie. 


Dieser Satz, der eine bequeme punktweise Konstruktion 
beider Kegelschnitte erlaubt, wenn der Brennpunktsabstand 2x) 
und die Hauptachse 2a vorgelegtist, läßt sich auch leicht rein geo- 
metrisch aus Fig. 22 ableiten, da für die Ellipse die Summe der 
Brennstrahlen PF+-PF!=PG + P@=GG, d.h. dem kon- 
stanten Abstand der beiden Kugelberührungskreise auf dem Kegel- 
mantel ist, während bei der Hyperbel unter Hinzunahme der 
Kugel im Gegenkegel dieser Abstand mit der Differenz der 
Brennstrahlen übereinstimmt. 


1. Beispiel. Da in der Mittelpunktsgleichung der Ellipse 


sowohl x? < a?, als auch y? <T b? sein muß, so kann man auch wegen 
co®?p—+ siny—1 
c—=acosy, y=bsinp (13) 

setzen, untery den Winkel einesFahr- 
strahls vom Zentrum O0 aus ver- 
standen (Fig. 29), der den Kreis über 
2a im Punkte A, den über 2b 
in B schneidet. Alsdann ist die 
KH — Projektion von OA auf die X-Achse 
OC= %,: während BD FI 
wird, so daß man nur durch B eine 
Parallele, durch A eine Normale zur X-Achse zu ziehen hat, um mit 
deren Schnitt P einen Ellipsenpunkt zu erhalten. 


Es ist dies eine der bequemsten Konstruktionen der 
Ellipse, welche man auch wegen 


durch Verkürzung aller Ordinaten y' eines Kreises vom Radius a im 
Verhältnis b:a, d.h. durch Parallelprojektion denselben 
auf eine um den Winkel 8 dagegen 
geneigte Ebene, entstanden denken 
kann (vgl. Fig. 30). Diese Tatsache gestattet 
übrigens die bequeme Übertragung einer Reihe 
von Sätzen über den Kreis, seine Tangenten 
und Sehnen auf die Ellipse, deren analytische 
Beweise viel umständlicher ausfallen. 


2. Beispiel. Schreibt man die Mittelpunktsgleichung der Hy- 
perbel in der Form 
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re 
Ar une? 


so erkennt man, daß, während y?:b? alle positiven Werte durchlaufen 
kann, jedenfalls a? < x? sein muß, so daß wir mit der bekannten 
Formel 


1 
| 2 
ne + te? y 
analog (13) in Fig. 31 
—_— coS p, tg a Be » 1 a er (14) 


setzen dürfen. Hierin bedeutet wieder x den Winkel eines Fahrstrahls 
mit der X-Achse, der die beiden in den Abständen a und 5 von O er- 
richteten Lote in A bzw. B schneidet, so daß 


a 
Fe ==: 7 D —, b t wen 
= cos p n 2 59 9 


ist. Schlagen wir dann mit OA um ÖO einen Kreisbogen, so daß 
04A=0C=x und errichten in C ein Lot auf der X-Achse, so 
wird dieses von einer Paral- 
leien durch B in P ge- 
troffen, so daß PC= BD 
— y wird. . Mithin stellt P 
einen Punkt der Hy- 
perbeldar, deren weiterer 
Verlauf in Fig. 31 ebenso 
punktiert angedeutet ist wie 
die Konstruktion des an- 

deren Astes durch rück wär- Br Ze 


tige Verlängerung von O4. 


Fig. 31. 


8. Beispiel. In der Parabelgleichung . 
TE SIDE 
kann man die Ordinate auch als eine Kreisordinate ansehen, welche 
den dazu normalen Kreisdurchmesser 2p+x im Punkte O in die 
beiden Teile 2 p und «& zerschneidet (Fig. 32). Legt man diesen Kreis- 
durchmesser in die Abszissenachse OX, so stellt O den Parabelscheitel 
dar, während die Kreisordinate in diesem Punkte OB wegen O0S=x 
mit derjenigen SP=y der Parabel übereinstimmt. Hieraus folgt 
ersichtlich eine sehr einfache punktweise Konstruktion der Parabel. 


4. Beispiel. Verschieben wir den Anfang des Koordinaten- 
systems, ohne die Achsenrichtung zu ändern, nach einem Punkte 2 
mit den Koordinaten x, %y, und bezeichnen die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes Pin bezug auf die neuen Achsen (Fig. 33) mit & und n, 

3*+ 
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so besteht zwischen diesen und den ursprünglichen Koordinaten x y 
die einfache Beziehung 


=, yanrty 
Nach deren Einführung in die Scheitelgleichung (10) der 
Kegelschnitte erhalten wir 


ty? = re) Te NE 


oder nach Auflösung der Klammern 


u u 
+2 1-22 —-29p, —=0......02. 22088 
also wieder eine quadratische Glei- 
chung, die zwar allgemein in keiner 
der beiden neuen Veränderlichen & y 
mehr rein quadratisch ist, in der 


Aa 
Fig. 32. Fig. 33. 


aber doch für den Fall der Ellipse (e < 1), wie in deren Mittelpunkts- 
gleichung beide Quadrate & und n? dasselbe Vorzeichen besitzen, 
während dieses für die Hyperbel (e >1) verschieden ausfällt. Da 
außerdem für die Parabel (e=1) das mit & behaftete Glied wie in 
deren Scheitelgleichung verschwindet, so erkennen wir, daß durch 
Parallelverschiebung des Koordinatensystems nicht 
nur der Grad der Kegelschnittsgleichung sondern auch, 
die wesentlichen Unterscheidungsmerkmale (sog. Kri- 
terien) fürdieeinzelnen Kegelschnitte keine Änderungen 
erleiden. Daß man durch die Parallelverschiebung (15a) im Gegen- 
satz zu der Scheitelgleichung ein konstantes Glied erhält, drückt — 
ohne die Kegelschnittsform zu berühren — nur aus, daß die Kurve 
im allgemeinen nicht durch den neuen Koordinatenanfang hin- 
durchgeht. 


5. Beispiel. Verdrehen wir dagegen das neue Koordinaten- 
system um den Winkel #8 gegen das ursprüngliche, ohne den Anfang O 
zu verschieben, so lassen sich nach Fig. 34 die ursprünglichen Koor- 
dinaten xy durch Projektion mit Hilfe der punktierten Linien in den 
neuen derart ausdrücken, daß 
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a —=£cos$ —nsin ß 
y=!sin ß-+ EN 

woraus durch Quadrieren und Addieren sofort 
u a a en, 4 (16,0) 

hervorgeht, womit nur die Gleichheit der Entfernung OP in beiden 

Achsenkreuzen ausgedrückt ist. 


(16), 


Wenden wir die Umformung (16) H 
auf die Mittelpunktsgleichungen 
(7) und (9) der Ellipse und Hyper- 
bel an, so geht die erstere über in 


a nn tn (7 En ) 


: \ 1 
+ 287 sin Bose („ — .)—1 (10, 
die letztere aber in Fig. 34. 
a |coB2,B0 sin, 9 sin? 8 cos?ß 
= a? 7 b? \+ a? Dr b? 
ı 
— 2 8m sin ß cos @ (gr +,)=1 DE (15): 


Infolge der Drehung des Achsenkreuzes tritt also 
je ein Glied auf mit dem Produkte der beiden Ver- 
änderlichen, welches die doppeltsymmetrischen Mittel- 
punktsgleichungen beider Kurven nicht enthielten. 

Im Sonderfalle des Kreises 
Ismail tiy DD G zu. Setzen, 
womit diese Formel unter Be- 
achtung von cos? + sin #—=1 
sich vereinfacht in 

Freu AlIa), 
d.h. die Mittelpunktsglei- 
chung des Kreises wird durch 
Drehung des Achsenkreuzes 
nicht berührt. Dem Kreise 
analog ist der Fall der sog. gleich- 
seitigen Hyperbel, in der 
ebenfalls a =D ist, so daß ihre Fig. 35. 
Mittelpunktsgleichung 

DE al gr ee De et Ok 6. Fe}: 

lautet. Damit aber geht (18) über in 

(£? — 7?) (cos? $# — sin? #3) — 4 En sin ß cos ß = «a? 
oder wegen 
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cos? 8 — sin? 3 —= cos2ß, 2 sin ß cos ß = sin 2 £ 
& — 2) co 28 — 2fn sn 2 = en az: 
Nach Gl. (Id) sind aber die Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel 
gegen die Achsen um 45° geneigt. Drehen wir also unser Achsen- 
system gerade um diesen Winkel, setzen also #? = — 45°, so fallen 
die neuen Achsen mit den Asymptoten selbst zusammen (Fig. 35) 
und wir erhalten als sog. Asymptotengleichung der gleich- 


seitigen Hyperbel aus (18b) mit cos 283 —=0, sin 29—=—1 
2 
- ee 
2 
Hierin bedeutet 5 den Inhalt des Quadrates OASB, dessen Diagonale 


die halbe Hauptachse bildet. Man erkennt sofort, daß die gleich- 
seitige Hyperbel mit der in $ 1 im 2. Beispiel besprochenen Kurve, 
deren Konstruktion dort ebenfalls schon angegeben wurde, identisch ist. 


6. Beispiel. Geht das neue Achsenkreuz $7 aus dem ursprüng- 
lichen schließlich durch gleichzeitige Verschiebung des Anfangspunktes 
2 um %%, und Drehung der 
Achsen um den Winkel % hervor 
(Fig. 36), so erhalten wir für diese 
sog. allgemeine lineare Trans- 
formation die Gleichungen 

Eee ee 19 

Y=Yy t sin ®+ncosß “ 
durch die drei neue Konstanten, 
nämlich x&,%, und $ eingeführt wer- 
den, welche mit den beiden Kegel- 
schnittkonstanten p und e für die 
Scheitelgleichung, bzw. a und b 
für die Mittelpunktsgleichung zu- 
sammen fünf Konstanten ergeben. Setzen wir z. B. die Formeln (19) 
in die Scheitelgleichung (10) ein und fassen alle Glieder mit gleichen 
Potenzen bzw. Produkten der Veränderlichen & und n zusammen, so 
ergibt sich die allgemeine Kegelschnittsgleichung von der Form 


PLABLBenLCEi DIE 
mit ebenfalls fünf Konstanten AbBUDE, deren Berechnung aus 
peX,Yy, und £# dem Leser überlassen werden kann. Um diese Kon- 
stanten eindeutig zu bestimmen, sind fünf Gleichungen der Form (20) 
mit fünf verschiedenen Wertpaaren &n nötig, deren jedes einem be- 
stimmten Punkt angehört. Daraus geht sofort hervor, daß ein 
Kegelschnitt im allgemeinen durch fünf Punkte ge- 
gebenist. 
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Zum Schlusse sei noch der Spezialfall erwähnt, daß die Glei- 
chung (20) in zwei Trinome von der Form 
R+a,E+b) nn tmstb)=0. . . . (20a) 
zerfällt werden kann, deren jedes für sich, gleich Null gesetzt, eine 
Gerade darstellt. Dies heißt natürlich nichts anderes, als daß der 
Kegelschnitt in diesem Fall in zwei Gerade ausartet, 
entsprechend dem Schnitt einer Ebene durch die Kegelspitze (Fig. 22). 


7. Beispiel. Schreiben wir die allgemeine Kegelschnittsglei- 
chung (20) in der Form 
”+4Ax®+Bxy+C0x+Dy+E=0... (21), 
so erkennen wir zunächst ihre Identität mit der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades mit zwei Unbekannten, welche somit einen Kegel- 
schnitt ebenso darstellt wie die allgemeine Gleichung ersten Grades 
mit zwei Konstanten 
oe Ma NE 0, ee rennt 20) 
eine Gerade. Die Verbindung beider Gleichungen (21) und (22) liefert 
alsdann, wie man sich sofort durch Elimination einer der Veränder- 
lichen, z. B. y, überzeugen kann, im allgemeinen zwei Wertpaare 
für © und y, welche beiden Gleichungen genügen und daher, falls sie 
reell sind, die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden mit dem 
Kegelschnitte bestimmen, während konjugiert komplexe Wurzelpaare 
andeuten, daß die Gerade den Kegelschnitt nicht schneidet. Daraus 
folgt sofort der Satz, daß der Kegelschnitt von einer Geraden 
in höchstens zwei Punkten geschnitten werden kann. 
Fallen die beiden reellen Wurzeln der nach Elimination von y übrig 
bleibenden quadratischen Gleichung für &, deren Berechnung dem 
Leser überlassen bleiben möge, zusammen, so trifft dies auch für die 
Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der Geraden zu, welche damit 
in eine Kegelschnittstangente übergeht. Wir werden später eine 
Methode kennen lernen, welche deren Gleichung sehr bequem zu er- 
mitteln gestattet, so daß wir uns damit hier nicht aufzuhalten brauchen. 
8. Beispiel. Die Koordinaten eines beliebigen Punktes P im 
Abstande r von einem Punkte P, mit den Koordinaten x,%, Sind 
2—=x,-+r cos ee Et EA 0)? 
wenn % den Neigungswinkel des Abstandes PP, mit der Abszissen- 
achse bedeutet. Soll nun P auf einer Ellipse mit der Gl. (7) liegen, 
so wird nach Einsetzen von (23) 


X, COS y„sing ( 
Et ta ET a (+ 


Diese Gleichung liefeıt im allgemeinen zwei Werte für », entsprechend 
zwei Schnittpunkten ?'P'" der Geraden durch P, mit der Neigung y. 


sin?y 


Fr = —0 (28). 


3% 
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Diese beiden Werte für r sind entgegengesetzt gleich, wenn die Gl. (23a) 
für r rein quadratisch wird, d.h. wenn 
X%,C0Sy , y,8inY 
23 + D2 A  ,, 

Dann aber halbiert der Punkt P, die Verbindungslinie P'!P' und die 
Gl. (24) stellt den geometrischen Ort der Halbierungspunkte aller solcher 
Verbindungslinien mit derselben Neigung gegen die Achsen dar. Da 
dies offenbar eine Gerade durch den Mittelpunkt ist, die wir als einen 
Durchmesser bezeichnen können, so erhalten wir daraus den Satz, 
daß die Halbierungspunkte aller parallelen Ellipsen- 
sehnen auf einem Durchmesser liegen. Mit dem zur paral- 
lelen Sehnenschar gehörigen Durchmesser bildet der halbierende zu- 
sammen ein sog. Paar konjugierter Durchmesser. Dem Leser 
wird es keine Schwierigkeit bieten, die vorstehende Betrachtung 
auf die Hyperbel und die Parabel auszudehnen. 
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Um einen Punkt P im Raume festzulegen, brauchen wir 
nur seinen Abstand von der Ebene unseres Koordinatensystems, 
d.h. die Länge z seines Lotes auf die X Y-Ebene und in dieser 
die Koordinaten OA = x und OB =y selbst zu kennen (Fig. 37). 
Diesem Lote P_P”’ entspricht aber eine auf der X Y-Ebene nor- 
male Z-Achseim Anfang O,welche 
mit den beiden anderen Achsen 
drei Ebenen, nämlich OXY, 
OYZ, OZX einschließt und so 
ein rechtwinkliges räum- 
liches Koordinatensystem 
OXYZ bildet. In diesem dürfen 
wir uns die Lage des Punktes P 
auch durch seine drei Abstände 

Pf 0273 

PPY'=9B2 3 

PPYF= OO, 
gegeben denken, die für. sich drei Ebenen PP’P" PP’P”, 
PP'' P' festlegen, welche mit den Koordinatenebenen durch OÖ 
das rechtwinklige Parallelepipedon OABÜ PP’ P” P"' begrenzen. 


Setzen wir ferner die Diagonale dieses Parallelepipedons 
O.B=.r,.80.,8tellen 20 Pr= rs.QO.R4 zer OR 
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jektionen auf die drei Koordinatenebenen und die Koordinaten 
xyz die Projektionen auf die drei Achsen dar, so zwar, daß 
OP=PP?+0OP?—= PP? 0B?-+4 002 oder 

eg yes) 
ist. Bezeichnen wir ferner die Winkel der Diagonale OP mit 
den drei Achsen OX, OY, OZ mit o, ß, y, so ist z.B. in dem 
bei A rechtwinkligen Dreieck OAP, OA=0OPcos POX oder 
x —=9rcosa, so daß wir auch unter Hinzufügung der beiden 
anderen entsprechenden Beziehungen schreiben dürfen 


BER LOSOEU TS NCOS HD, AZ = 70037 9.522). 


Führen wir diese Ausdrücke in Gl. (1) ein und heben »? auf 
beiden Seiten weg, so bleibt die Beziehung 
co? «+ co2ß + co82y=1 .... 0 

zwischen den drei Winkeln des Abstandes r vom Anfang mit 
den Achsen übrig, welche genau dem bekannten Satze cos?« 
—- sin?« = 1 in der Ebene entspricht. Diese Beziehung (3) ge- 
stattet offenbar, einen der drei Winkel durch die beiden anderen 
auszudrücken, so daß die Richtung von O P schon durch zwei der 
Achsenwinkel bestimmt ist. Die Lage eines Punktes P selbst 
können wir uns daher an Stelle der Koordinaten &yz auch 
durch die Länge OP=r und zwei der Achsenwinkel dieses Ab- 
standes, z. BB POZ=y und POY= ß gegeben denken. 


Sind zwei Punkte Pı 
und P, durch ihre Koordi- 
naten X yı2ı bzw. XoYa 2 
gegeben (Fig. 38), so er- 
geben sich zunächst ihre 
Abstände OPL = r, und 
OP,= 1r, vom Anfang O 
nach Gl. (1) zu 


?=2?+yr+ 2° (1a) 
r?= a4 yo? 22° 207, 
Zur bequemeren Berech- Fig. 38. 

nung ihres gegenseitigen 

Abstandes PAP, =s legen wir durch den Punkt P, ein dem 
ursprünglichen paralleles Achsenkreuz PRX’Y’Z’, dessen ent- 
sprechende Ebenen von den ursprünglichen die mit den Ko- 
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ordinaten von P; identischen Abstände x; yı 2ı besitzen. In diesem 
neuen Parallelsystem sind nun die Koordinaten von Ps 


"=m —-%ı Y=Y—Yı Yen . (4) 
und die Entfernung Pı P, folgt aus | 
2—= Er? y2 22 Sonn 


oder 
2= m — a Hm — ren 
Dafür dürfen wir aber auch schreiben mit Rücksicht auf (1a) 
2=r?+r2 — 2 (8% Yıya +22) - (5a), 
während wir auch in dem Dreiecke OP,P, mit dem Winkel 
Pı OP, = % haben 
2 —= r]? 4 ro? — 27179 008 3 
oder nach Abzug beider Formeln 
NR —= mm + Yyıyn +Aı1% . - . (bh). 
Dividieren wir diese Gleichung mit rırg und beachten, daß nach 
Gl. (2) die Neigungswinkel «a, ßıyı und &fßaYy, der Abstände rı 
bzw. r, durch 
%& = 1710050, Yı=TYı c08ßı, 2= Tr cos ) (a) 
X = rg C08 09, Ya = rg C08sfg, Ze = Ta C08 Ya ; 
gegeben sind, so folgt aus (5b) auch für den Neigungswinkel 
von rı ZU 79 
COSF = COS 0, COSdg + COS Pi COS fa + C08Y1C0sYya (6). 
Stehen die beiden Strecken rı und r,„ aufeinander senk- 
recht, so wird mit csY4—=0 | 
COS COS &9g + COS Pi COS fa + cosYı c08s%a =0O (6a), 
während mit dem Zusammenfallen beider Strecken, d. h. für 
+=0, co84#=1 die Gl.(6) in (3) übergeht. 

Ersetzen wir nun den Punkt P, in Fig. 38 durch einen be- 
liebigen Punkt P mit den Koordinaten xyz, so erhalten wir in 
dem System PıX’Y’Z' an Stelle von (4) 
| "= — u. y=yagy, 2er 
Sind ferner «ßy die Neigungswinkel der Strecke PR P=s gegen 
die Achsen P,AX’,P,Y’, PRZ' und damit auch gegen die ihnen 
parallelen OX, OY, OZ, so erhalten wir analog (2) 


= ,8C08a, Y =e8cosß, 2 soon 
oder 
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ge y 2. 
cosa cosß coy eis) 
Hierfür dürfen wir aber mit (4b) auch schreiben 
% — % Hr 41 Reel 
= = AT) 
COS « cos $ Cc0O8Y 
oder 
aaa I at | 
co“ cos 
AN ee), 
1 651 1.5 2 SEHE 
ca  cosy | 


während die dritte Gleichung in (7) zwischen y und z sich durch 
Subtraktion dieser beiden ergibt. Ein beliebiger auf der 
Geraden durch den 
Punkt x,yız2ı mitden 
Neigungswinkeln 
aßyliegenderPunkt 
erfüllt hiernach 
zwei voneinander 
unabhängige li- 
neare Gleichungen 
zwischen den drei 
Veränderlichen xyz 
oder umgekehrt: zwei 
lineare Gleichun- 
gen zwischen den 
drei Koordinaten 
xyz bestimmen eine Gerade im Raume. Aus Fig. 39 
erhellt weiterhin, daß die beiden Formeln (7a) die Gleichungen 
der Projektionen P}’”’ P'"" und P,”P' der Geraden P, P auf die 
X Y- und XZ-Ebene darstellen, während die daraus hervor- 
gehende dritte Formel 
BEFHERATEN 
c8ß cosy 

die Gleichung der dritten Projektion P,’P’ auf die YZ Ebene 
liefert, die somit durch die beiden anderen Projektionen schon 
gegeben ist. 


Fig. 39. 


Schreibt man die Gleichungen (7a) der Geraden in der 
Form | 
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cos P cos ß 


ne —ıc — b 
s ee I 1 cos h 3 
cos y cos y 
Dg 21 —%& — ER 
LE | & l cos u RE 
so enthalten sie nur noch vier Konstanten, von denen die beiden 


ersten % und 4 die Richtung der Geraden bedingen. In der Tat 
folgt aus 


(7b), 


cos COS 
es _ h, al a 
durch Quadrieren und Addieren sowie mit Rücksicht auf Gl. (3) 


co®2d--co22y 1--.c08du 


cos? u Tee an 
oder 
a r 
COS U Re ER 2 
2 
ch; Tr mp (8a). 
BE er 
a ae 


Die vier Konstanten % «u b ce der Geraden Gl. (7a) er- 
fordern nun zu ihrer Bestimmung wieder vier Gleichungen, von 
denen je zwei durch die Koordinaten eines Punktes erfüllt 
werden. Daraus geht aber hervor, daß eine Gerade im 
allgemeinen durch zwei ihrer Punkte festgelegt ist. 
Bezeichnen wir die Koordinaten dieser beiden Punkte mit &; yı 21 
bzw. %0%g2o, so liefert deren Einführung in (7b) 

yımndbd wein b 
Az bb 2A=um- b 
oder nach Abzug von (7b) und voneinander 
y—yı=ıla — a), Y—Yı=ıla — a) 
2 —A1=ul — 0), 2 — 2 =ul — &ı) 
woraus schließlich durch Division 
ou um eu 
Te Ya) Dark 2, — 2] 
als die Gleichung der Geraden durch beide Punkte 
folgt. 
Zwei Gerade mit den Gleichungen 
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y=-hx-+b en. 
z=lMC-H Cı und , — CH 6 (9) 
werden sich im allgemeinen nicht schneiden, aber miteinander 
einen Winkel bilden, der mit demjenigen ihrer Parallelen durch 
den Anfang übereinstimmt. Die Gleichungen dieser Pa- 
rallelen ergeben sich sofort aus (9) mit der Bedingung des 
gleichzeitigen Verschwindens der Koordinaten im Anfang, die 
auf den Wegfall der konstanten Glieder b} cı ba co führt, so 
zwar, daß 
2) —ı, 
g 1° und? h (9a). 
? =4ı% 2 =1% 

Der Neigungswinkel 9 dieser beiden Geraden folgt dann 
sofort aus (6) unter Beachtung der Ausdrücke für die sog. 
Richtungskosinus, nämlich 

| 4 Ada Ai BRSET, 
ah. sr Al 02) 

Stehen beide Geraden (9) bzw. (9a) aufeinander senkrecht, 
so wird mit 9 = 90° entsprechend (6a) 

1 —- )ı ko -+ Yı la = Me ee (30): 

Schneiden sich die beiden Geraden (9) in einem Punkte, so 
genügen dessen drei Koordinaten % %0 2, allen vier Gleichungen 


und können darum aus ihnen eliminiert werden. Dies führt 
auf die Bedingungsgleichungen 


Korb = km be 
1% + = Mt % 


c8J4—= Ya (9b). 


oder 

BE 
kill ib 
mit denen sich dann leicht die beiden anderen Koordinaten des 
Schnittpunktes durch Einsetzen in (9) berechnen. 


(10), 


Die Gleichung einer Geraden durch den Punkt x yı 2, mit 
den Neigungswinkeln ,w,y gegen die Achsen (Fig. 40) dürfen 
wir nach (7) auch in der Form 

C— 1 =5C0089, Y—-Yyı=scosy 2—21=8scosy (Tc) 
schreiben, worin s wieder den mit den Koordinaten xyz veränder- 
lichen Abstand eines beliebigen Punktes der Geraden vom Punkte 
%ıYı2, bedeutet. Verlangen wir nun, daß diese Gerade auf einer 
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durch die Achsenwinkel «, $,y gegebenen Richtung senkrecht 
steht, so ist nach (6a) 

COS P COS@—+ cosw cos f 4 cosycosy—=0, 
woraus nach Einführung von (7c) unter Wegfall von s die Be- 
dingungsgleichung 

(@— 21) cos a + y— yı)cosß +@— m)eosy=0 (11) 
hervorgeht, der alle durch den Punkt &,yı2ı hindurchgehenden 
Normalen zu einer Geraden mit den Achsenwinkeln «ßy ge- 
nügen. Da nun alle 
diese Normalen auf 
einer Ebene liegen, 
so dürfen wir Gl. (11) 
auch als die Glei- 
chung einer Ebene 
durch den Punkt 
%&ıYıZı, welche auf 
der Geraden mitden. 
Achsenwinkeln«afy 

Fig. 40. senkrecht steht, an- 
sprechen. 

Der Gleichung (11) genügt natürlich auch der Fußpunkt P, 
des Lotes OP, = ! vom Anfang O auf die Ebene, dessen Koor- 
dinaten %,%02, sein mögen, so zwar, daß 

(X — %ı) cos a + (yy — Yyı) cos P + (9 — 21) cos y—=0 
oder nach Abzug von (11) 

(2 — &%) c08s a + (y — Y)) cos ßP + (2 — 2%) cosy—=0 dia) 
ist. Da ferner nach (1) für dieses Lot 

= 1.0080, pic, 2 re 
oder nach Multiplikation bzw. mit cos.«, cos 8, cosy und Ad- 
dition 
%) COS a + Yy COS +29 C08 y —=1(cos? a—+ cos? $--cos?y)—=1 (11b) 
ist, so wird aus (11a) auch 
xcsa+tycos$ß+2zcosy=I!i . . . (12). 

Diese sog. Normalgleichung der Ebene können wir 
noch weiter umformen durch Division mit ! sowie durch Ein- 
führung der Abschnitte 

OA =: 0 BI 00 
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der Ebene ABC auf den Achsen, die sich aus den bei P, recht- 
winkligen Dreiecken OP,A, OP, B, OP,C zu 


I l I 
A = y ee 3 ’ G ee 
COS & cos # cos Y 
berechnen. Damit geht (12) über in die Form 
EIN ZIE 
Dee gear er 19); 


die mit (11) und (12) unter der allgemeinen Gleichung 
ersten Grades für drei Veränderliche 
Acx+-By+Cz+D=0 .... (14 

zusammengefaßt werden kann, welche somit eine 
Ebene im Raum darstellt. Da wir Gl. (14) stets durch 
eine der vier Koordinaten, z. B. D, dividieren können, solange 
diese nicht verschwindet, so ist in Wirklichkeit die Gleichung 
der Ebene durch die drei Verhältnisse A:D, B:D, C:D, also 
drei Konstanten bestimmt, deren Berechnung ebenso viele 
Gleichungen von der Form (14) mit verschiedenen Werten 
%ı YıZı, CoYa2g, X%zYs32, der Veränderlichen erfordert, die nichts 
anderes als die Koordinaten dreier verschiedener Raumpunkte 
bedeuten. Somit ist eine Ebene im Raum durch drei 
ihrer Punkte eindeutig bestimmt. 


Beispiel. Das Lot von einem Punkte 2,Y,2, auf 
die Gerade 


ER Er Es) 
habe die Gleichung 
YhiArb, Zen 6%... 2.2. .0>(16) 
oder 
ey Eee en Dies u (168) 


so daß die Konstanten Ö, und c, durch 
,=yw— hi, 9=n—mi . . . . (16b) 
gegeben sind. Da die beiden Geraden (15) und (16) einander schneiden, 


muß nach Gl. (10) 
De Yo AyXo — b, _h ih 


Cg — GC, 20 — Ma%o — ar Ba 
oder 


p—b - Am) hu — a — m) yp—b)—h (a — cc) (1) 
und wegen der Normalstellung der Geraden zueinander nach G!]. (9c) 
Bu tAaha——1 
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sein. Aus diesen beiden Formeln berechnet sich /, und »,, womit 
nach Einsetzen in (16a) die Gleichungen des Lotes vollständig ge- 
geben sind. 


2. Beispiel. Die Achsenwinkel 9,w,x einer Normalen zu 
zweianderen Geraden mitden Achsenwinkeln «,,#,yı und «,,ß3, Ya 
erfüllen gleichzeitig die Bedingungen 

COS P Cosa, 4 Cosı cos ß, + cosx cosy, — 0 
COS P COS a, —+ CosWw CoS $, + C0S X COS y, — 0 


oder 
cos cos 
cos, + Y cos fı = — cos Y, 
cos y co8 X 
cos p cos vw 
COS a - COB-B, —= 008% 
cos x T cos X Pa = 
woraus 
CO8 9 cos, COSY, — COS A, COS Y, 


COS X Cosa, COS A, — COS A, COS ß, 
COSYW _ COSY, COS A, — COS Y, COS a, 
COS X Cosa, C0OSß, — COS, COS ß, 


hervorgeht. Quadrieren und addieren wir diese Ausdrücke und be- 
achten die Beziehung 
cos? + cos®y + cos®®y—1 
so folgt mit der Abkürzung 
1? — (co8sa, COS d; — CO8 a, COS 8, + (COS, COS Yy — COS A, COS y,% 
—+- (cos y, COS a, — COS Y, COS a,)? 
schließlich 


I, 

cos y — , (608 ß COS Yg — COS A, COSY,) 
1 

cy—— (COS y, COSAa, — COSY, COS «,) RR)‘ 
1 

COBY —— 7 (cos a, COS f, — COS A, COS E20) 


Schneiden sich die beiden Geraden mit den Richtungswinkeln 
@,ß@1,Y, und a,,ß,,y indem Punkte %,Y,29, So bestimmen sie eine Ebene 
mit der Gleichung analog (11) 

(& — %) COS P + (y — Y) COS w + (2 — 2%) C0o8 X —=(, 
in die wir nur noch die Werte (18) einzusetzen haben. 

Schneiden sich die beiden Geraden nicht, so berechnet sich mit 
Hilfe der Richtungswinkel (18) und zweier Bedingungsgleichungen (9c) 
die Gleichung des gemeinsamen Lotes beider Geraden, die der Leser 
für sich ermitteln möge. 
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3. Beispiel. Zur Berechnung der Länge des Lotes |, 
von einem Punkte x,%2, auf die Ebene 


OA Bye 00 (12) 
in der ! das Lot vom Koordinatenanfang O0 aus bedeutet, denken wir 
uns durch den gegebenen Punkt eine Parallelebene zu (12) gelegt mit 
dem Lote von O0 

l, = %,c08a@ + Y,C08ß + 2,C08 y, 
so daß sich das gesuchte Lot zu 

,=h, —-1=%6080a-+ y,cosß—+ 2,008y— I . (12a) 
ergibt. 
4. Beispiel. Genügt ein Punkt gleichzeitig der Gleichung der 


(reraden 
—ic+b z=uc-+c 


Ax+By+(z+D=(, 

so stellt er den Schnittpunkt beider dar mit der Abszisse 

Bb+Cc+D 
 AtBitCu 
woraus die beiden anderen Koordinaten durch Einsetzen in die 
Geradengleichung folgen. 

Der Schnittpunkt rückt ins Unendliche, d.h. die Gerade wird 

der Ebene parallel, wenn in (18) der Nenner verschwindet, 
d.h. wenn 


und der Ebene 


19), 


N = 


Ass Bi Gu>= 0,05 ei a AIa) 
Durch Einführung der Richtungswinkel der Geraden und der 
Normalen zur Ebene kann sich der Leser leicht davon überzeugen, 
daß die Bedingung (19a) die senkrechte Stellung beider zueinander 
fordert. 
5. Beispiel. Die Elimination je einer der Koordinaten % bzw. 2 
aus den Gleichungen zweier Ebenen 
IF Pr Fa 
4,2 +By+6G2+D—0 


B, G,—B, C, D, G—D, C 
Kri C, 4,70,4 Eine; 4, . 0,4, 
BaArD, A, RB: D, B,—D,B, 
Bel, G—B, C, Sa 0, — BC, 
d.h. die Gleichungen einer Geraden, welche als Schnitt 
der beiden Ebenen aufzufassen ist. Diese Schnittgerade rückt 
ins Unendliche, wenn die Nenner dieser Formeln verschwinden, 
d.h. wenn 

Lorenz, Einführung i. d. Elemente d. höh. Mathem. u. Mechanik. 4 


liefert 


z 
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4, B, C, 

BEER ee We Er 
wird, eine Bedingung, welche offenbar die Übereinstimmung der 
Richtungswinkel der Normalen beider Ebenen ausspricht. 

Nunmehr übersehen wir auch, daß die von uns benutzten 
Gleichungen einer Geraden, z B. in der Form (7b), mit den Gleichungen 
zweier Ebenen normal zur XY- bzw. XZ-Ebene identisch sind, so daß 
wir also stets die Gerade analytisch durch die Glei- 
chungen zweier Ebenen ersetzt haben. 


$ 7. Flächen und Raumkurven. 


Eine Gleichung zwischen drei Unbekannten &,y,2 können 
wir uns nach jeder derselben, z. B. z aufgelöst denken und er- 
halten dann einen bestimmten Wert von z, wenn wir den beiden 
anderen x und y willkürliche Werte erteilt haben. Ändern wir 
diese letzteren Werte, so ändert sich auch die Größe z derart, 
daß jedem Wertpaare der willkürlichen, sog. unabhängigen 
Veränderlichen xy ein oder mehrere Werte der abhängigen 
Veränderlichen z zugehören. Diesen Zusammenhang können 
wir analog der Gl. (1) in $1 durch die Formel 

2=Fia,y) u. are 
(gesprochen: z gleich F von x und y) ausdrücken und z als 
eine Funktion der beiden Veränderlichen x undy be- 
zeichnen. 

Durch diese als Koordinaten betrachteten beiden unab- 
hängigen Veränderlichen ist aber in unserem räumlichen Achsen- 
system Fig. 37 ein Punkt der X Y-Ebene festgelegt, dem nach 
Gl. (1) ein oder mehrere Werte der dritten Koordinate z mit 
ebensoviel Punkten im Raume entsprechen. Durch stetige 
Änderung von x und y erhalten wir dann als geometrischen 
Ort der Endpunkte der zugehörigen 2 eine sog. Fläche, deren 
Gleichung durch (1) gegeben ist. 

Genügen die drei Koordinaten &,y,2 gleichzeitig zwei 
Flächengleichungen | 

2=F,W&y, 2=R&Yy). . .. . (2) 
so gehören sie der Schnittkurve beider Flächen an. Elimi- 
nieren wir aus den Gleichungen (2) je eine der Veränderlichen z 
bzw. y, so erhalten wir zwei neue Gleichungen 
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VENEN ET AR,- Far aa), 
welche die Projektionen der Schnittkurve auf die X Y- bzw. 
XZ-Ebene darstellen. Legen wir nun durch drei Punkte Pı P, P; 
dieser Kurve (Fig. 41) eine Ebene, so finden wir, daß die anderen 
Kurvenpunkte im allgemeinen aus dieser Ebene heraustreten, 
d.h. daß die Kurve selbst 
nicht in die Ebene hinein- 
fällt. Wir bezeichnen sie 
darum im Gegensatz zu den 
früher betrachteten ebenen 
Kurven als eine Raum- 
kurve und definieren 
sie analytisch durch 
dieGleichungen zweier 
Oberflächen, wie im 
vorigen Paragraphen die Ge- 
rade durch die Gleichungen 
zweier Ebenen. Verbindet man übrigens sämtliche Punkte der 
Kurve (Fig. 41) mit den zugehörigen Punkten ihrer Projektionen, 
zieht also die Geraden PP’ // PP // PP" //OYund P,Pı'"” 
/l PeP%'’ /I P3 Pa’ || OZ, so zeigt sich, daß auch diese beiden 
Scharen von Parallelen je eine Fläche bilden, die wir als 
Zylinderflächen oder kurz als Zylinder mit den Leit- 
kurven Pı”’Pa’P3" und PP,’ Ps" Py" in den Koordinaten- 
ebenen OXZ und OXY bezeichnen wollen. Da z. B. dem 
Punkte P,’”’ der einen Leitkurve kein bestimmter Zylinderpunkt, 
sondern alle Punkte der Geraden Ps” P, zugehören, so kann die 
Gleichung des Zylinders PıP,P3 Pı" Pa’ Ps" die Koordinate y 
nicht enthalten, und ebenso die Gleichung des anderen Zylinders 
nicht die Koordinate 2. Dies trifft aber schon für die Formeln (3) 
zu, welche somit nicht nur die Gleichungen der Projek- 
tionen der Raumkuve, sondern auch diejenigen der 
zugehörigen Zylinder parallel der Y- und Z-Achse 
darstellen, als deren Schnitt wir die Raumkurve 
somit betrachten dürfen. 

Schneiden wir dagegen eine Fläche durch eine Ebene, so wird 
die Schnittkurve naturgemäß eine ebene Kurve sein. Hiervon 
macht man in der Kartographie vielfach Gebrauch zur an- 


schaulichen Darstellung der ÖOberflächengestalt der Erde durch 
4* 
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Schnitte mit Horizontalebenen in gleichen Vertikal- 
abständen. Legen wir z. B. den Meereshorizont in unsere 
X Y-Ebene, so erhalten wir die aufeinanderfolgenden Horizontal- 
schnitte aus Gl. (1) dadurch, daß wir der Höhe z die Werte 
£120£&3 usw. derart erteilen, daß zu — 21 = 23 — 2, usf. ist. Auf diese 
Weise erhalten wir in Fig. 42 auf den entsprechenden Horizontal- 
ebenen E}, Es, Es usw. die sog. Höhenkurven (auch Isohypsen 
genannt) K1,Ksa,Kz mit den Gleichungen 
FF (&, Y) — 2, Fi, Y) — 2, F(&, Yy) — 23 USW. (1 a), 

aus denen die Gestalt der Fläche leicht ersichtlich ist. Da diese 
Gleichungen mit denen ihrer Projektionen auf die X-Y-Ebene 
identisch sind, so stellen sie außerdem noch die Gleichungen 


von Zylindern parallel zur Z-Achse dar, deren Schnitte mit 
der Fläche Gl. (1) ebenfalls die Kurven K,K,Kz ergeben. Auf 
den Landkarten verzichtet man allerdings, um das Durcheinander- 
laufen von Höhenkurven zu vermeiden, auf die parallel-perspek- 
tivische Darstellung der Fig. 42 und erhält so das Bild Fig. 43 
der Projektionen aller Kurven auf die Zeichenebene, in dem ein 
dem Achsenkreuze OX Y paralleles Liniennetz die Gradeinteilung 
andeutet. 


Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen gehen wir zur 
Besprechung einiger Flächen selbst über, von denen neben der 
im vorigen Paragraphen eingehend behandelten Ebene und den 
oben gekennzeichneten Zylindern die Kugel sich durch be- 
sondere Einfachheit auszeichnet. Definieren wir sie als geo- 
metrischen Ort aller Punkte mit gleichem Abstand a 
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vom Koordinatenanfang 0, so erhalten wir aus Gl. (1) 8 6 
mit r = a sofort 
eat? 2=ea .... . (4) 

als Mittelpunktsgleichung der Kugelmit dem Radius a. 
Verlegen wir ihren Mittelpunkt dagegen in einen Punkt xyYo 20, 
so . folgt nach Analogie von Gl. (5) $ 6 für einen beliebigen 
Punkt xyz im Abstande « vom Zentrum 

@—- 0” +W-wW+@—-2?=aR. . (4a) 
Setzen wir in diesen beiden Formeln 2=0 bzw.z= 2, d.h. 
schneiden wir die Kugel durch eine Ebene, welche der X Y-Ebene 
parallel verläuft und das Zentrum trifft, so ergeben sich sofort 
die Kreisgleichungen (1) und (8) des $3. 

Schneiden wir auf den 
Achsen die drei Stücke OA=a, 
OB=b, OC=cab, so können 
wir über ihnen als Halbachsen 
in den Koordinatenebenen 
OXY, OYZ, OZX dreiEllip- 
sen konstruieren (Fig. 44). 
Eine Parallelebene zu OYZ 
mit der Abszisse OA’ = x trifit 
die beiden Ellipsen AB und 
ACin den Punkten BP’ und (’ Fig. 44. 
mit den Ordinaten 4’B’—= yy 
und A4’C’ = 2,. Errichten wir dann über diesen Ordinaten als 
Halbachsen wieder eine Ellipse B’C’, so genügt ein Punkt P 
derselben der Gleichung 


Er 
RENTE 
während die Gleichungen der Ellipsen AB und AC lauten 
Yo % 20 
lee FOR, area 


Berechnen wir hieraus y9 und 2, und setzen diese Zwischen- 
werte in die Gleichung der Ellipse B’C’ ein, so folgt nach Ver- 
einigung aller veränderlichen Glieder auf der linken Seite 


Dee) Re a aD), 


also die Gleichung einer Fläche, welche die Koordinaten %920 
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nicht mehr enthält, für <= 0 aber die Ellipse BC ergibt. Diese 
Fläche bezeichnen wir als ein Ellipsoid mit den drei Halb- 
achsen a, b, c, die im allgemeinen verschieden ausfallen. Werden 
zwei dieser Halbachsen einander gleich, z. B. a = b, so wird die 
Ellipse AB ein Kreis und (5) geht über n 
2 2 2 | 
A = —= 1. 


a? c2 


Hierin bedeutet aber 7 x2-+y?=r den Abstand eines Punktes 
der Oberfläche von der Z-Achse, so daß wir auch an Stelle von (5a) 


y2 2 
ae ne 
setzen dürfen. Für konstante Werte von z, denen Schnitte 
parallel der X Y-Ebene entsprechen, ergeben somit die letzten 
beiden Formeln Kreise, so daß wir uns das Ellipsoid (Fig. 45) 
auch durch Umdrehung der 
Kurve AC oder BC um die 
Z-Achse entstanden denken kön- 
nen. Demgemäß bezeichnen 
wir die Fläche als ein Um- 
drehungs- oder Rotations- 
ellipsoid, und zwar, je nach- 
dem aS c, als ein gestrecktes 
oder abgeplattetes. 
Fig. 45. Konstruiert man in der- 
selben Weise (Fig. 46) in der 
XY und XZ-Ebene zwei Hyperbeln mit den Hauptachsen 
OB=b und OC=c und der gemeinsamen Nebenachse a, so 
besitzen diese im Abstande x von der YZ-Ebene die Koordinaten 
A'B'’ = y, und 4’C’ = zu, über denen wir als Halbachsen dann 
eine Ellipse mit der Gleichung 


a 

Yo? =; 20 ! 
konstruieren können, während die Gleichungen der beiden 
Hyberbeln 


en nr 


lauten. Durch Elimination von x, und „9 folgt daraus die 
Gleichung 
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a ae EL 
ar en . . . . . (6), 


welche ein sog. einschaliges Hyperboloid (Fig. 46) dar- 
stellt. Schreiben wir die Gleichung in der Form 


der 


so können wir sie aus der Multiplikation zweier Ebenen- 
gleichungen 


aa 


sa a|a 


die zusammen für den 
beliebigen Wert von A 
und u zwei Gerade DD 
und D'D' definieren, 
hervorgegangen denken. 
Da alle Punkte die- 
ser Geraden unab- 
hängig von‘ und u 
der Gl. (6) genügen, 
so liegen die Ge- 
raden selbst aufder 
Hyperboloidfläche, die somit durch je eine Schar 
solcher Geraden gebildet werden kann. Dies trifft 
auch dann noch zu, wenn mit c=b und „2 + 2? = r? aus Gl. (6) 

Teak 2% 

Do a2 
wird, die Fläche also in ein einschaliges Rotations- 
hyperboloid übergeht. Daher kann man diese Fläche be- 
quem durch Rotation einer die Drehachse nicht 
schneidenden Geraden erzeugen. 

Wiederholen wir die in Fig. 46 angedeutete Konstruktion 
mit den Asymptotenpaaren der beiden Hyperbeln, deren Glei- 
chungennmie 0A A’ Bey, AUCH = 2, in Fig: 47 

ya m 


b2 a, a2 


ed AR Pe (6b) 


oder 
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Yo X 2 


Di Dee Wh 
lauten, so folgt durch Elimination der Hilfsveränderlichen %9 
und 2, aus der Gleichung 


es 

Yo? r 2 ; 
der über y, und 2, errichteten Ellipse B’’ 0” 
d. i. die Gleichung des sog. Asymptotenkegels des ein- 
schaligen Hyperboloids (6). Dieser Kegel, der, wie aus 
Fig. 46 hervorgeht, auch durch Führung einer durch O hindurch- 
gehenden Geraden längs einer Ellipse B’ C’’ normal zur Achse O4’ 
erzeugt werden kann, ist demnach ein elliptischer und geht für 


c=bundy?—+2?=r2, entsprechend dem Rotationshyperboloid (6b), 
in einen Rotations- oder Kreiskegel 


oo =e0... 0, N 

über. 

Nunmehr übersieht der Leser leicht, daß man auch aus zwei 
sich in der X-Achse schneidenden Hyperbeln AB’ und AC 
mit gemeinsamer Haupt- 
achse a eine weitere 
Fläche (Fig. 47) mit der 
Gleichung 
ee y2 2 
a DR ER > 
konstruieren kann, die 
offenbar in zwei ge- 
trennte Schalen zerfällt 
und darum als zwei- 
schaliges Hyper- 
boloid bezeichnet wird. Ihr entspricht, wie ebenfalls aus Fig. 47 
ersichtlich, ein (elliptischer) Asymptotenkegel OB’(” mit 
der Achse OX und der Gleichung 

2 2 2 
G-a-a=0.:.2..2.0 


der für gleiche Halbachsenlängen mit dem durch (7) gegebenen 
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Asymptotenkegel des einschaligen Hyperboloids identisch ist, 
so daß man die Fläche Fig. 47 noch in die Fig. 46 hineinzeichnen 
könnte. Dies tritt noch deutlicher für die Rotationsfläche her- 
vor, deren Gleichung aus (8) mit c=b und 2% + 2? = r? sich zu 

„2 y2 

a 7 
ergibt, also nur durch das Vorzeichen der linken Seite sich 
von (6b) unterscheidet wie zwei Hyperbeln mit gemeinsamem 
Asymptotenpaar. 

Die bisher besprochenen Flächen besitzen sämtlich den 
Koordinatenanfang als Mittelpunkt und liegen, entsprechend der 
rein quadratischen Natur ihrer Gleichungen, symmetrisch zu den 
Koordinatenebenen. Sie gehen daher, wenn eine der drei Halb- 
achsen unendlich groß wird, in elliptische oder hyper- 
bolische Zylinder über. 

Wollen wir über der Parabel Flächen dieser Art kon- 
struieren, so werden wir im einfachsten Falle deren Scheitel, 
wie in Fig. 26, in den Koordinatenanfang legen und erhalten 
dann in Fig. 48 mit OA=x, 
AB=y, AC= 2, für eine 
Ellipse BCB’0’ über den 
Achsen Yo, 29 

2 
Ta, 
während die Gleichungen 
zweier in O sich recht- 
winklig schneidender Para- 
beln mit den Parametern Fig. 48, 


pı und 9 


lee (A) 


a 


—=.41} 


Yr = 2Ppı%, 2 = 2Pea% 
lauten, woraus dann durch Elimination von %, und 29 
Re 2X (10) 
NE BEERSER SELL >08 
als Gleichung der sog. elliptischen Paraboloids hervorgeht. 
Konstruieren wir dagegen in Fig. 49 über den beiden Achsen 
AB=y, und AC=z2, im Abstande OA = x eine Hyperbel 
y2 22 


— ei 
2 
Yo 20° 
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und setzen wieder 

Yo = 2Pı%, 20° = 2PaX, 
so folgt als Gleichung der sattelförmigen Fläche des hyper- 
bolischen Paraboloids 


— 22... 


Diese können wir uns auch analog derjenigen des einschaligen 
Hyperboloids aus der Multipli- 
kation zweier Ebenengleichungen 


N m oder 
In im ı* 
Y 2 2X 
je (11a) 
mm 


hervorgegangen denken, die zu- 
sammen für jeden Wert von A 
bzw. u je eine Gerade DD und 
D’_D' auf der Fläche definieren. 
Für <=0, d.h. in der YZ-Ebene 
zerfällt die Gl. (11) in 


Y z er: 

72 ee Ta Mi ler: 
die zwei Geraden EOE und E'OE’ auf der Fläche durch den 
Scheitel zugehören. Diese beiden Geraden stellen überdies die 
Spuren zweier sich in der X-Achse schneidenden Ebenen OAE 
und OAE’ dar, welche die Asymptoten aller zur X-Achse nor- 
malen Hyperbelschnitte der Fläche enthalten. Mit den beiden 
Paraboloiden, deren Gleichungen zwar nicht mehr in allen Ko- 
ordinaten rein quadratisch wie die Mittelpunktsgleichungen des 
Ellipsoides und der beiden Hyperboloide, aber doch noch vom 
zweiten Grade sind, ist die Reihe der Flächen zweiten 
Grades geschlossen, da die ebenfalls hierher gehörigen ellip- 
tischen und hyperbolischen Zylinder und Kegel 
sowie die Kugel nur als Spezialfälle anzusehen sind, zu denen 
sich schließlich noch zwei Ebenen gesellen können. 
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Von anderen Flächen wollen wir ihrer praktischen Bedeu- 
tung wegen nur die einfache Schraubenfläche noch kurz 
betrachten, welche durch eine gleichzeitige Drehung 
einerG@eraden AB umeinezu ihr senkrechte Achse 0Z 
und eine der Drehung g proportionale Parallel- 
verschiebungz längs dieser Achse entsteht (Fig. 50). 
Demnach ist mit 
einem Proportionali- 
tätsfaktor r, 

2 70- (12) 
schon die Glei- 
chung der Schrau- 
benfläche in einem 
den ebenen Polar- 
koordinaten analogen 
Zylinderkoordi- 
natensystemr, ,2. 
Da nun nach Fig. 50: 
re el ee 
dürfen wir auch an 
Stelle von (12) in unserem rechtwinkligen System für die 
Schraubenfläche schreiben 

Y 


Eh er Berne 
er tB ac Ber erlag. 


Fig. 50. 


Schneiden wir diese Fläche mit einem Zylinder vom Radius a 
oder verbinden, was auf dasselbe hinausläuft, alle Punkte B auf 
der bewegten Geraden im Abstande a von der Achse unterein- 
ander, so entsteht eine Schraubenlinie, für die mit Rück- 
sicht auf (12) die Gleichungen 


BR CORD.—.a cos - 
(13) 
y=asng=asin 
0 
bestehen, an deren Stelle wir auch (12a) mit der Zylinder- 


gleichung r =.a oder 


el RT u. RE ER GE) 
hätten kombinieren können. Aus (13) geht hervor, daß die 
beiden Projektionen der Schraubenlinie auf die XZ- und 
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YZ-Ebene Sinuslinien (vgl. Fig. 18) sind. Bezeichnet man die 
Verschiebung der Erzeugungsgeraden für eine ganze Umdrehung 
p=2n, die sog. Ganghöhe der Schraube oder Schrauben- 
steigung mit Ah, so ist nach (12) 

= Br,n\en Te Mer 
und wir erhalten an Stelle von (13) das Gleichungspaar 


£ 
x =aCcoI2n — 


h 
| ee 


zZ 
y=asn2n 7 


Der Leser kann leicht feststellen, daß die Schraubenlinie keine 
ebene, sondern eine Raumkurve ist, die sich aber sehr be- 
quem durch Aufwickeln eines Dreiecks auf einen Kreiszylinder 
konstruieren läßt. 

1. Beispiel. Eine Gerade durch den Anfang mit den Neigungs- 
winkeln 9,w,x erfüllt die Gleichungen 

g=r008p, Yncosıy), Zen 
worin r den veränderlichen Abstand OP irgendeines Punktes der 
Geraden vom Anfang OÖ bedeutet, so zwar, daß 
D-23000, 
ist (Fig. 51). Verlangen wir nun, daß diese Gerade mit einer anderen 
durch den Anfang, deren Neigungswinkel «,#, y sind, einen Winkel # 
einschließt, so haben 
wir nur aus der Formel 
cos a cos pP —- cos ß cos w 
—+ c08y co8y —=cos} 

die Winkel 9,» und y 
zu eliminieren, also 


x c0osa@— ycos ß 
+2c08y=rcosY 
zu schreiben. Dies liefert 
für 390, also cos I —0 
die Gleichung einer 
Ebene durch den An- 
fang; ersetzen wir je- 
doch den Abstand r durch seinen Wert in den drei Koordinaten, 

so folgt 


Fig. 51. 


(ecosa—+ycosß-+2cosy? —= («+ y?-+-22)cos?%. (15) 
als Gleichung des geometrischen Ortes aller Punkte, deren Fahrstrahl 
mit einer durch ihre Neigung «ßy gegebenen Geraden einen kon- 
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stanten Winkel 4 bildet. Dies ist aber nichts anderes als ein Kreis- 
kegel mit der Spitze im Anfang, der Achsenneigung «ßy und dem 
Öffnungswinkel 2 4, dessen Gleichung somit durch (15) gegeben 
ist. Man übersieht sofort, daß daraus die Gleichung eines kongruenten 
Kreiskegels mit der Spitze in einem Punkte &,%,2, durch Ersatz von 
xyz in Gl. (15) durch & — x, % — Yo 2 — 2, hervorgeht. 

2..Beispiel. Schneiden wir die Kugel (Fig. 52) 

ae typ 422 a 

mit einer Geraden von der Neigung yıy durch den Punkt P mit den Ko- 
ordinaten X,Yo2, Im Ab- 
stande ! von OÖ, deren 
Gleichungen 
> ir 608.9, 
y=Ytrcosy, | (16) 
2—= 4,4 rcosx 
lauten, so wird durch 
Einsetzen mit x°-+- 
+22 —l 
2r (&, COS pP Yo, COS ı 

+ 2,c08y)-+ r? 

= a? — Laer, (17). 

Steht dann die Ge- 
rade auf der Strecke / 
mit den Neigungswinkeln 
a,8,y senkrecht, so liegt sie auf einer Ebene und es wird wegen 
Br co a, y, —=1c08 A, 2, —=1cosy sowie 


Fig. 52. 


co8@ CO8sY + c0o8 ß cos y» + Cosy cosy— 0 
ze En ER..: (ITa) 
d.h. die Ebene 
ccos@a—+ycos®-zcosy=|1 

schneidet die Kugel mit dem Radius a um den Anfang 
in einem Kreise, solange ! <T a, während für größere Ent- 
fernungen } der Kreisradius imaginär wird. Für !=a berührt die 
Ebene die Kugelim Punkte &,%2,, und ihre Gleichung erhält 
nach Elimination der Richtungswinkel «#y die Form 

en ET Er N ee et) 

8. Beispiel. Die Gerade (16) schneidet das Ellipsoid 
2 2? 


1% Yy 
atutramt 


in Punkten, deren Abstände r von &%,%02, Sich nach Einsetzen von 
(16) in die Ellipsoidgleichung aus 
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.. SSunr ee 
) cos? ce 
+ 08 2 08 a, 18) 


ergeben. Da diese Gleichung zwei Wurzeln für r besitzt, so schneidet 
dieGeradeimallgemeinendasEllipsoidinzweiPunkten. 
Sollen diese beiden Punkte in gleichem Abstande zu beiden Seiten 
von &%,Yo2, auf der Geraden liegen, so müssen die Wurzeln von (18) 
entgegengesetzt gleich, die Gleichung also in r rein quadratisch sein, - 
d.h. es muß 


X, COS Y o C08 2, COS 
Nase a Ze Re), 


sein. Dies ist aber die Gleichung einer Ebene durch den 
Ellipsoidmittelpunkt, eine sog. Diametralebene, welche 
somit alle Parallelsehnen mit den Richtungswinkeln 
y,ıb,x halbiert. 

Der Nachweis dieses Satzes für die anderen Flächen zweiten 
Grades sei dem Leser zur Übung empfohlen. 


4. Beispiel. en ke = 2 SE ABC (Fig. 53) 
nee b? ee er —1, 


mit 'einer konzentrischen En A,B 22 deren Radius mit einer der 
Ellipsoidhalbachsen, z. B. OB = b, übereinstimmt, also . 


762 2 22 
se Tatrach 
so folgt durch Subtraktion 


2 (gr =e 5) I 
b? 2 


en 
+# (a) = 0 
oder 
(5-2) 
b2,.-. a 
1 
(a) 0, 
woraus 
er 
Sen 
Pe un 
> a 


d.h. die Gleichung zweier Ebenen OBD und OBD' durch 
die Y-Achse folgt, solange gleichzeitig entweder a? > b? > «2 oder 
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a <b?< ec, d.h. solange der Kugelradius der mittleren 
Ellipsoidachse gleich ist. Da ferner nach dem 2. Beispiel 
alle ebenen Kugelschnitte Kreise sind, so schneidet die Kugel 
durch die Enden der mittleren Ellipsoidhalbachsen das 
Ellipsoid in zwei Kreisen. 
5. Beispiel. Der Schnitt einer Kugel ABC (Fig. 54) 
ae typ +2— a: 
mit einem geraden Kreiszylinder 
vom Durchmesser a, dessen Man- 
tel durch die Y-Achse geht, 
während seine Achse MN in 
der XY-Ebene liegt, also von 
der Gleichung 
= na — Ds. t21), 
liefert eine Raumkurve, deren 
Projektion AP'B auf die XY- 
Ebene nach Elimination von z 
aus diesen Formeln die Gleichung Fig. 54. 
Y=ula— x) . (22) 
besitzt, also eine Parabel ist. Daher kann man die Schnittkurve 
auch als die des Kreiszylinders mit dem parabolischen Zylinder über 
AP'B auffassen, woraus ihr räumlicher Charakter sofort erhellt, da 
ein ebener Kugelschnitt ein Kreis sein muß, dessen Projektion auf 
die XY-Ebene als Ellipse, bzw. in unserem Falle als eine Gerade 
durch AB erscheinen muß. 


Kapitel Il. 
Differential- und Integralrechnung, 
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Verbinden wir zwei Punkte x]; und xy einer ebenen Kurve 

(Fig. 55) mit der Gleichung 
yv=F(a). Wr 
durch eine Sehne, so ist deren Neigungswinkel r gegen die 
Abszissenachse durch 
DR bei} A eh, 
C—- X x — x 

gegeben. Rücken wir die bei- 
den Punkte einander immer 
näher, so geht die Sehne 
schließlich bei verschwinden- 
den Differenzen y—yı und 
& — &ı in die Tangente über. 
Deren Neigungswinkel rı ist 
daher durch den Grenz- 
wert (limes) des Quotienten der verschwindenden Koordinaten- 
differenzen, der sog. Differentiale, die wir nach dem Vor-. 
gange von Leibniz mit dy bzw. dx bezeichnen wollen, der- 
art bestimmt, daß 


y =#) dy 


tgrı = lim a ee (3) 
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(gesprochen dy nach dx) den Differentialquotienten 
von y nach x definiert. Die Differentiale dy und dx er- 
scheinen demnach als die Katheten eines unendlich kleinen 
rechtwinkligen Dreiecks ABC (Fig. 55), dessen Hypothenuse ein 
unendlich kleines Stück der Kurve s selbst, ein Kurven- oder 
Bogendifferential ds bildet. Mit dieser Auffassung aber können 
wir an Stelle von (3) auch schreiben 
ORT drcs— Sin di ds 
dr — Ccolgrı.dy— COS T4.ds 
d. h. wir dürfen die Differentiale wie endliche 
Größen behandeln. Häufig setzt man auch zur Abkürzung 
sowie um die Unabhängigkeit des Differentialquotienten einer 
Funktion von ihrer geometrischen Darstellung zu betonen, 


(38), 


dı a 
rare... 
und an Stelle von (3a) 
HDD dr — ay Re RUN 


Y 

Die Bildung des Differentialquotienten ist somit eine Rechen- 

operation, die man als Differentiation oder mit dem Zeit- 
worte differentieren bezeichnet. 


Schreiben wir an Stelle von (1) die inverse Funktion 
ee N N 
die nach den Darlegungen von $1 ebenfalls durch die Kurve 


(Fig. 55) dargestellt ist, so erhalten wir für deren Differential- 
quotienten 


dx 
u U .cHleizı EEREEEELR AN LE! 
und daher in Verbindung mit (3) und (4) 
dy dx : 
dx dy =f@) FW)=-tgroogn =1 . (öb), 
d.h. die Differentialquotienten inverser Funktionen 
sind einander reziprok. 


Haben wir es ferner mit einem Ausdruck von der Form 
a OT a 26) 
zu tun, in dem a und © konstante Größen bedeuten, so 
folgt durch Wiederholung der obigen Betrachtungen 


Lorenz, Einführung i. d. Elemente d. höh. Mathem. u. Mechanik. 5 
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vn _ fat lid +l _, Sala) 


XC— X I ı —I7 


(6a), 


mithin beim Übergang zur Grenze « = xı 


d 
7 ee 


d.h. durch die Differentiationeiner Funktion bleibt 
ein konstanter Faktor derselben ungeändert, wäh- 
rend eine zusätzliche (additive) Konstante dabei 
verschwindet. 

Hat die vorgelegte Gleichung die Form 

I) = Fly) 1. mer 
so kann man sie mit einer Hilfsveränderlichen vu auch in zwei 
Gleichungen 
u=f/(e), u=F() 
auflösen und erhält durch Differentiation 
net Der) 


woraus nach Elimination des Differentials du 


Feo)de=EFWw)ay . Ev 
oder 
dy _ f@) 
de Wo) E 


hervorgeht. Es ist also für die Differentiation gar 
nicht notwendig, eine vorgelegte Gleichung nach 
einer der Veränderlichen vollständig aufzulösen. 
Mit den vorstehenden Regeln können wir nunmehr unter 
Weglassung der additiven Konstanten zur Bildung des Diffe- 
rentialquotienten einer Potenz vorschreiten. Ist 


ee. 
mit dem ganzen positiven Exponentenn, so folgt zunächst 
zaY ERS er 
— % x — & 


—= 4A (er-1-- gn—2 . % _ ang. : — Gr, 
worin die Klammer der rechten Seite n-Glieder umfaßt, die für 
c=% d.h. beim Grenzübergang alle einander gleich werden 
Mithin ist ag 


EN ee NE 
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Für einen negativen ganzen Exponentenn= — mist 
a 
N ah EEE TE (8b), 
also 
1 1 
as a IM 3 Bi A eh 
x — % ren Be ME ET 
a 
en. _— — il 
er ar 14 am 24: a ) 
1 
oder für =xı 
d — ma 
2 — STE Fer remote angel (36). 
Für einen gebrochenen Exponenten n =, ist ; 
2 
1 MB ee Fr Er (8d) 
oder 
y@ — 
Hieraus folgt nach der Regel (7a) 
qyıldy = aIpxc?-1dx 
oder 
p 
dı Re N ie 
gu nl nannzie, . (8e). 


de. g.yarı 9q 
Die durch (8a) ausgedrückte Differentiations- 
regel gilt somit für positive, negative, ganze und 
gebrochene Exponenten. 
Wir betrachten nunmehr die Summe oder Differenz 
zweier Funktionen 


zn Ca 1 rt)! 
woraus 
ee > Ei A@) tAr@)) — Ih) + /a)] 
X — % X —% 
oder 
y—Yı _ A&) — Al) 2 Fel®) — Fr (21) 
Kurze] A ur % — % 


und durch deren Übergang zum Grenzwert 


dy Y 


e —y 4 
en NER... (9a) 


folgt. Der Differentialquotient der Summe oder 
5* 
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Differenz zweier Funktionen ist demnach gleich. 
der Summe bzw. der Differenz der einzelnen Ditte- 
rentialquotienten. 

Man übersieht sofort, daß diese Sätze sich ohne weiteres 
auf eine beliebige Zahl von Funktionen ausdehnen lassen, wo- 
mit zugleich die Differentiation eineralgebraischen 
Summe von Potenzen mit konstanten Faktoren er- 
ledigt ist. 

In vielen Fällen haben wir es nicht mit einer direkten Ab- 
hängigkeit der Veränderlichen y von & zu tun, sondern mit 
einem Zusammenhange durch Vermittlung einer 
dritten Veränderlichen , derart daß 

y=f()..2= Fu): See 
ist. Alsdann ist 


dy a RE 


und nach Division unter Wegfall der Differentiale du 


day _ SW 
2 = F (u) (10a). 
Hat dagegen das Gleichungspaar die Form 
Y=JW, u = Fie) Ye en 


so spricht man y als die Funktion einer Funktion « von 
x an, und erhält durch Differentiation 


dy 5 du } 


und nach Multiplikation beider Ausdrücke unter Wegfall von du 
er, 
”z = f'(urEilo) no Re 


1. Beispiel. So kann man an Stelle von 
—=(a+-bxr*)" 2... we 


YEUSEU-0-DaR, 


setzen 


woraus nach (11a) 


Y- ku®r-!i.nbar -l—=knb(a-- ber) ni en-l, (12a) 


folgt, und zwar für alle reellen Werte der Exponenten k und n. 
Ist x weiterhin das Produkt zweier Funktionen 


yfa Bla) su 
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vorgelegt, so schreibe man mit 


Wa, WHlR). ........:. (138) 
kürzer 
ze er) 
und daher 
y— Yı _ MU—Udı UV — ud + UV — Uıdı 
—%  — Iı 2 Mt 9 
oder 
Deere Viral ee! 
a PEE ee 3 ne — x 


Beim Übergang zur Grenze vu = u, = v, wird daraus 


dy dv du 
Taspıs re es (13c), 
worin natürlich 
du v $ 
bedeutet. 
2. Beispiel. Nach dieser Rechenvorschrift kann man in 
y=a+bm)"(a+brr) . 2... 0. (N 
setzen 


u=(a, +b0", ven, +b,w® 
und erhält daraus unter Berücksichtigung der Regel (11a) 


du dv 
we n—1 en k=-1 
RE nb,(a, + b,«) Nerrtr kb,x 


d e 
7, —bınla, + bar, +b,0*)-+ b,kart la +b,0)” (148) 


Schreiben wir an Stelle des Quotienten zweier Funktionen 


en Fa) W 
umgekehrt 
yv=u, 
so liefert die Regel für das Produkt 
ha Ra 
"ds nes: dx 
oder mit (15) 
dy Tau dv | | 
al ERSFeN n) (15a), 


ein Ergebnis, das wir natürlich auch unmittelbar aus (15) durch 
den Grenzübergang hätten ableiten können. 
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3. Beispiel. Hat man z.B. 


u Kar DE 
eng 2 (16) 
so ist 3 
du 0) 
Be (a bc)", Ad, Hua zn 
also 


= nb, (a, + b,2”" Il, + b,0M — kb,wt 1 (a, + bo)" 16a). 
(a, + db, 0*)? 
Sind schließlich die beiden Veränderlichen x,y durch eine Glei- 
chung verknüpft, die wir weder nach & noch nach y auflösen 
können, so schreiben wir für diese Gleichung allgemein 


Jay)=0 .. : Se 
und sagen aus, daß sie beide Veränderliche implizite enthält. 
Genügt ein anderes Wertpaar x, yı ebenfalls dieser Gleichung, 
so dürfen wir auch f(xz1%1) = 0 Setzen und erhalten durch 
Subtraktion von (17) und Division mit der Differenz & — &ı 


Say) -Faıyı) __ 
x — 2 er 


0) 


und nach Hinzufügung von /(&ıY) — f(zıy) im Zähler 
Fey) - FLY) Me y) — FzıYı) E3 


x — 2 C — % 


0) 


oder 
Fey) — Flaıy) fi „)— Faıyı) 9—Y 


EC — y— Yı E—® 


'=0 (17a). 
1 


Gehen wir hierin zur Grenze x = x, bzw. y = y; über, so .be- 
deutet der erste Bruch nichts anderes als den Differential- 
quotienten von f(xy) nach x bei konstant gedachtemy, 
der zweite den nach y bei konstant gedachtem x. Diese 
Differentialquotienten wollen wir als partielle bezeichnen und 
zum Unterschiede von den bisher betrachteten sog. totalen 
mit dem Buchstaben 0 derart schreiben, daß 


Fey) - Faıy) _ 9 


lım — 
Bi 17b 
. fan —fayı) .._ fawW—faıyı) . (17b). 
lim =. = 
Y—Yı BT 94 (0y7] 

In die Gleichung (17a) eingesetzt liefert dies unter Beachtung, 

OU RN: 
daß lim ——— = ——- 1st, 


2 —%ı dx 
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Sn, 
oder aufgelöst 
9 
dy 0x 
Le 
9Y 
4. Beispiel. Ist 
Sey=-ae+b +0” by —=0.. . (18) 
so folgt unter Beachtung von (11a) 
d 
ee ka, +by"I-ma,ar-! 
IE kb b, yJP 1 b,y*—i 
9y (2 ıY) +n 24 
also 
dy _ kalt by*itma,a”-! (18 
de Ko aatby itendyrn ii Mm 
5. Beispiel. Zur weiteren Übung möge dem Leser die Diffe- 
rentiation folgender Funktionen dienen, deren Ergebnis = u YArty 
Probe hinzugefügt ist. | 
> 1 
=a bye -rca=marbr? cr Baer: 
2/x 
1 b 
== b U 2 '— N —— 
y yarbx erfresr 
Bu 1 
y-ylzaz=u? U ER? - 


hr eig y—e Dre te 


2a — u? 
— 
y=au z=bwW-+ec v=5Y.— 
er De eh: 
y=(a+bo)y?—a=ur y-- ee = 
ye— % 
a RE 2a 
Far v I Ta — bo) 
a+bx 3% a—bx 
NE I Tabea) a+bx 
yP+ayta=0 v3 


.2y-+8 
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Ist y= f(x) die Gleichung einer Kurve, so gibt nach Gl. (3) 
der Differentialquotient yı’ = f’(&ı) = tgrı für jeden Punkt x Yı 
den Neigungswinkel r;, der Tangente in diesem, ihrem Be- 
rührungspunkte P an. Infolgedessen ist die Gleichung 
der Tangente | 

y-y=-ß—a)gn=R@—a)&) . - (19) 
und diejenige der Normalen 
zur Tangente und damit zur 
Kurve selbst in demselben 
Punkte 

Yy— Yı = (&ı — X) eotg rı 


en 
Be; 
oder 
y—y)f la) a ER 
Fig. 56. Bezeichnet man ferner die 


Projektion TA der Tangente 
auf die Abszissenachse als die Subtangente, die der Nor- 
malen NA als Subnormale, so sind deren Längen 

Yı 
NE \ Ban 
Ni=ylarıı = yur’an) ) 
Ist dagegen die Kurvengleichung in der impliziten 
Form f(zy) =0 gegeben, so ist nach (17d) 


DE 
d 0x 
tg 77 = = df 
0Y 
und daher die Gleichung der Tangente 
of af 
Un een Sr, 


während die Gleichung der Normale 


Ö Ö 
B-W-@-m)=0... 0m) 
lautet. 
6. Beispiel. Aus der Scheitelgleichung der Parabel 
?— 2px folgt durch Differentiation auf beiden Seiten nach (7a) 
ydy=pdx, also 
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Ze PRO Y 


D 


aan Bat 
Mithin ist die Gleichung der Parabeltangente (Fig. 57) im 
Punkte x,y, nach (19) 


y-y-, en) TRIERER EL DL) 
1 
oder wegen y,?=2px, 
SEE 1 ee ar re she 3 53 
Der Schnittpunkt B dieser Tangente mit der Ordinatenachse hat mit 


ern P%, Yı 
—0di = = 
Bu e Ordinate %, 7, J> 


X-Achse die Abszisse x, = — x, hat. Die Entfernung des Brenn- 


während ihr Schnittpunkt 7 mit der 


F 
a 
Fig. 58. 
punktes Z' mit der Abszisse 2 von T ist demnah£ — u, = 2 Zn 
2 » 0.555: 2 13 


während der Abstand FP,=s aus 
p\? } 2 
= (3) =2:— pa +.+y 
1 
wegen y,=2px, Sich ebenfalls zu 
ne 5 +8, 


berechnet. Es ist mithin TF=FVP, uud ebenso wegen 2, =y, 
auch ’B=BP,d.h. FTP,ist ein gleichschenkliges Drei- 
eck mit der Spitze im Brennpunkt, dessen Höhe FB 
auf der mit der Ordinatenachse identischen Scheitel- 
tangente die Basis TP, trifft. Daraus folgt weiter, daß die 
Tangente den Winkel FP,C zwischen dem Brennstrahl 
FP, und der Parallelen zur Achse PC halbiert sowie, 
daß der Fußpunkt B des Lotes FB vom Brennpunkt 
auf die Tangente stets auf der Scheiteltangente liegt. 
Diese letztere Eigenschaft erlaubt, wie in Fig. 58 angedeutet, eine 
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bequeme Konstruktion der Parabel bei vorgelegtem Brennpunkts- 


abstand 5 vom Scheitel O durch »seinhüllende Tangentenc«. 
7. Beispiel. Schreiben wir die Mittelpunktsgleichung 


der Ellipse (Fig. 59) in der Form 


Yy? ge? 
mia wa (22) 
und differentieren nach (Ta) auf beiden Seiten, so wird daraus 
aa 
de. U 


Somit ist die Gleichung der 
Ellipsentangente im Punkte 


X Yı 


Yı @ 
oder, da die Koordinaten x, Y%, 
der Ellipsengleichung (22) 


Fig. 59. 


a’ 4 A 
ebenfalls genügen, kürzer a? u ER (22a). 


+ 1 
Diese Tangente schneidet nun die X-Achse im Punkte T mit der 
Abszisse OT =, —= Z Verbinden wir den Punkt P mit den beiden 
Brennpunkten F, und F,, deren Abstände von O durch + Ya®—o 
gegeben sind, und nennen die beiden Brennstrahlen f, P—=r,F,P=r,, 


so ist mit Rücksicht auf (22a) 


ey+ ai ar (a, Jar—dE | 
SEIEN 1 Be > (23). 
Y=y’+ (fe dt on? — (+2 yar—d% | | 


a? 
Anderseits sind die Abstände 


i a ER Be 
Tr = —-ya—b? Ze (a? — x, y a? — 0): 
) ETC 1 OT EN 
TF,=x,+ya —b: an. ya? — b) 
und daher die Lote F,L, und F,ZL, von den Brennpunkten auf die 
Tangente mit der Neigung z, 
Led. Peine ee I (as — x, Ya? — 2) sin «| 
# 24). 


a I A N z (a? + x, Ya? — b?) sin z, | 
sl 
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Setzen wir ferner die Winkel der beiden Brennstrahlen r, und r, mit 
der Tangente, nämlich F, PL, =y, PRPL,=y, 80 ist 


| ale: I, : 
BI te N Era BT Ya, un en 1 20) 
24 r, %, 1 N, Y2 ( ’ 


d.h.y,=y. Die Tangente PT schließt daher mit beiden 
Brennstrahlen denselben Winkel ein bzw. halbiert im 
Verein mit der Normale PN die Winkel der Brenn- 
strahlen selbst. 
8. Beispiel. Der Leser wird nunmehr leicht die Gleichung der 
Hyperbeltangente 
Ba lien, ae Kor, nrebel@e) 


a? D2 


selbst ableiten und die Gültigkeit des letzten Satzes für deren Schnitt 
mit den Hyperbelbrennstrahlen zu beweisen in der Lage sein. 
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Ist an Stelle einer Gleichung zwischen zwei Veränderlichen 
y= f(x) der Differentialquotient oder, wie man wohl auch sagt, 
die Ableitung von y nach x in der Formi 


ee el) 


gegeben, in der f’(x) selbst irgendeine Funktion von x be- 
deutet, welche nach Fig. 55 die Neigung der Tangente der Kurve 
y=f(x) für jeden Wert der Abszisse x bestimmt, so ergibt sich 
an Hand von Fig. 60 der mit der 
Ordinatendifferenz 4 — yı iden- 
tische Zuwachs der Funktion f(x) 
- durch Summierung aller Differen- 
tiale 
een detgtr., (18) 
Da es sich hierbei stets um 


eine unendlich große Zahl unend- 9 X 
lich kleiner Summanden handelt, „. “ 
so benutzt man — wieder nach Fig. 60. 
dem Vorgang von Leibniz — hierfür ein besonderes Summen- 


zeichen | und schreibt 
mei Keen! 7, 0). 
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Das Ergebnis dieser Summation ist somit die Wieder- 
herstellung der Funktion f(x) aus ihrem Differentialquotienten 
f' («), weshalb man dieses Verfahren auch im Gegensatze zu der im 
vorigen Paragraph betrachteten Differentiation der Funktion f(x) 
als dieIntegration der Funktion /’ (x) und den in Gl. (2) 
rechts stehenden Ausdruck als das Integral von f’(&) be- 
zeichnet. Auf der linken Seite von (2) steht nun außer dem 
Funktionswerte y = f(x) noch die Konstante y, = f(x), deren 
Betrag von der Wahl des Ausgangspunktes P, (Fig. 60) der 
Summation abhängt und mit dieser im allgemeinen willkürlich 
ist. Ersetzen wir diese Konstante daher durch den Buchstaben 
— (, so dürfen wir an Stelle von (2) auch schreiben 


\fadaa=/o) CC. er 
und den Satz aussprechen, daß durch die Integration 
eine Funktion bis auf eine willkürliche zusätzliche 
Konstante bestimmt ist, die, wie wir im vorigen Para- 
graphen gesehen haben, bei der Differentiation wieder ver- 
schwindet. 

Aus der Verbindung der Formeln (6) und (6a) des vorigen 
Paragraphen folgt ferner ganz allgemein 


erde =afa@) Ht=zalfraaerıı 
d.h. ein konstanter Faktor unter dem Integral- 
zeichen kann stets vor dieses gesetzt werden. 


Da die Integration somit lediglich die Um- 
kehrung der Differentiation darstellt, so folgt z. B. 
für y= axr— C 

dı 


Y 
3 ENARRT 


dc 
oder 
4 \ naxr-1ldx 
und nach Herausnahme des konstanten Faktors an 


I = \an-1aa. 

Setzen wir hierin n— 1=m, also y = ax"+1-- (0, so folgt 
daraus für das Integral einer Potenz 
cm-+-1 &; cm-+1 


m +1 nem a 


\amds = 
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worin (©, eine ebenso willkürliche Konstante ist wie ©. Die 
Gl. (4) gilt ebenso wie die Regel für die Differentiation einer 
Potenz für alle reellen Werte des Exponenten m bis auf m = — 1, 
also wm +1=0, womit die rechte Seite von (4) ohne Rücksicht 
auf den Wert von & unendlich groß werden würde. Auf diesen 
Ausnahmefall werden wir später ausführlich zurückkommen. 
Ist der Differentialquotient in der Form | 
dym ad i®) 
dr) 
gegeben, so dürfen wir hierfür nach Gl. (7) und (7a) auch schreiben 
Fade + Fy)dy=0 
oder unter Hinzufügung der willkürlichen Konstanten ©. 
If de FF Wa) =F@FFW+ C 
If @deF Fay)=|f ode FI FWdy+0C. 0), 
d.h.manintegriert nach Trennung der Funktionen 
beider Veränderlichen über jede derselben, womit 
zugleich der Satz bewiesen ist, daß das Integral der Summe 
oder Differenz zweier Funktionen gleich der Summe 


oder Differenz der Einzelintegrale dieser Funk- 
tionen ist. 


1. Beispiel. So liefert die Gleichung 
Ay aa 


} 
oder 
cdce+ ydy=0O 


durch Integration nach (4) und (5) 


2 y? au 
Pe 
oder mit 20 = a? 
x? + y? = a?, 
also die Gleichung eines Kreises. 
e ! dı i 
Häufig ist die vorgelegte Ableitung Er — F’'(x) keine so 


einfache Funktion von x, daß man ihr Integral sofort als Um- 
kehrung erkennt. In diesem Falle empfiehlt sich die 
Einführung (Substitution) einer neuen Veränder- 
lichen u, welche mit & durch die Beziehung 


2 = f(u) 
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zusammenhängt, aus der 
dx = f’(u) du 
folgt. Damit wird dann das gesuchte Integral 
y= [Feder =\F\fWf Wa 2 
in dem natürlich der Ausdruck F’ [f(w)] f’(w) einfacher aus- 
fallen, d.h. bequemer zu integrieren sein muß als F’(«), wenn 
die Substitution von « von Nutzen sein soll. 


2. Beispiel. Setzt man in dem Integrale 


y=|(a+bejrde . 
a+bı=u, 
oder 
= fW=—Z, da —°" 
so folgt analog (4) 
Au! _(a+bo)' A 
y-4 \un du = in An Bm T) +0 (2a). 


Eine weitere Vereinfachung von Integralen erzielt man ge- 
legentlich durch Umkehrung der Produktenregel für die Diffe- 
rentiation, Gl. (13) bis (13d) des vorigen Paragraphen, für die wir 
mit y = uv unter Kürzung des in den Nennern stehenden Diffe- 
rentials d& schreiben dürfen 

d(uv) =udv—vdu 
oder integriert unter Weglassung der zusätzlichen Konstanten 
ud — fudv 2 \v du. 

Daraus folgt umgekehrt 

\udv — uv — fvdu 6 


worin u und v beliebige Funktionen einer und derselben Ver- 
änderlichen & sein können. Die hierdurch ausgedrückte Regel 
bezeichnet man als die Integration nach Teilen oder als 
teilweise Integration. 


38. Beispiel. Hiernach setzen wir in 
y= (a +ba)" x da ee 
(.--br)rde do, Zu 
also 
y= \xdv — av — \vda 
oder mit Rücksicht auf das 2. Beispiel 
ER (em: a +bom rt 
b(m--1) Form EN 
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Hierin aber kann das zweite Integral rechts wieder nach dem 
zweiten Beispiel ausgeführt werden, so daß wir schließlich erhalten 


y= \(@-+ba) m 2.d — nn _ ee, +0 (a). 
4. Beispiel. Ist dagegen 
= \atbegradn. 2. (0) 
vorgelegt, so setze man 


Da U, de — du 


und erhält mit Rücksicht auf das 2. Beispiel. ohne teilweise Inte- 
gration 

2\m--1 
NE St (a-+ bu)” db = rn ; +l= mr 5 +C (10a). 

Weitere Anwendungen ergeben sich aus der Umkehrung der 
Formeln im 5. Beispiel des Paragraphen 8. 

Multiplizieren wir die Ordinate y einer Kurve BP (Fig. 61) 
mit dem auch als Element bezeichneten Differential dx der 
Abszisse, so stellt dieses Produkt 
ydx den unendlich schmalen, in e 
Fig. 61 schraffierten Flächen- d pP 
streifen AP zwischen der Kurve € 
und der Abszissenachse dar. Da- 
nach ist B 3 

a a 
bis auf eine willkürliche Konstante X 
die Fläche OAPB, weshalb man : u 
die Integration auch manchmal nach ee 
Newton als Quadratur bezeichnet. Durch Anwendung der 
teilweisen Integration auf (11) erhält man weiter 


PMR=ye—|\zdy=2y—F, BEREITEN 


worin 
Fy='\oay A a ee 
offenbar die Fläche BPC bedeutet, die sich somit mit OAPB zu 
dem Rechteck OAPO = xy ergänzt. 
Aus den Formeln (11) und (11b) folgt durch Umkehrung 
dF‘. dr, 
ddr dy 
wonach also die Ordinate bzw. die Abszisse einer Kurve als 


(Ile), 
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Differentialquotienten ihrer Fläche über der Abszissen- bzw. 
Ordinatenachse erscheinen. 


Bei der Ausführung der Integration in Gl. (11) ist natürlich 
vorausgesetzt, daß y—= f(x) als Funktion von x vorgelegt ist, 
wonach sich dann auch das Integral, d.h. die Fläche 


BR=rFötoon 


als eine Funktion des Wertes von x ergibt, bis zu dem sich die 
Summierung der Flächenstreifen „dx erstreckt, während die 
Konstante Ü, wie wir oben sahen, durch die Anfangsabszisse 
der Summierung gegeben ist. Bezeichnen wir den Endwert ein- 
mal mit &,, dann mit &, so erhalten wir durch die Integration 
zwei Flächen 

04,P, B=Fu=F&a)+( 

04PRB=F,=Fl&)-+ 0, 
deren Differenz die in Fig. 62 schraf- 
fierte Fläche A, A,P,Pı darstellt, für 
die wir somit auch 

Fi. = F(&) — Fa) 

unter Wegfallder Konstanten C 
schreiben können. Wir erhalten 
also die zwischen zwei Ab- 
szissenendpunkten liegende Fläche, wenn wir die 
Werte des Integrals (11) für die beiden sog. Grenzen & 
undx, voneinander abziehen, was wir durch die Schreib- 
weise 


Fig. 62. 


Fa) — Fa) = |vaz. I ARE N) 


andeuten, in der wir das Integral als ein bestimmtes be- 
zeichnen. Man übersieht sofort, daß diese Betrachtung nicht 
nur für die Flächenberechnung gilt, sondern daß man durch Ein- 
schließen zwischen zwei Grenzen bestimmte Integrale 
beliebiger Funktionen 4 = f(&@) nach der Formel (13) 
erhält. 

5. Beispiel. Die Fläche OAP zwischen der Parabel 
y:—=2px und der Abszissenachse (Fig. 63) berechnet sich hiernach zu 


er ee, eh 
Fa=\yd=Y2p\o’de=z,]2rpn’ zum . (14), 
® [7 = 
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d.h. zu 2/3 des Rechtecks OAPDB, während die Fläche A,4,P,P, auf 
gleiche Weise 
2 
F,=|yde—z my — a yı) er 
wird, also 2/3 der Differenz der Rechtecke O4,P,B, und OA,P,B, 
beträgt. 
6. Beispiel. Die zwischen den Abszissen x, und x, einer sog. 
polytropischen Kurve 
VETRENTENETENE SEILER), 


Fig. 63. Fig. 64. 


und der OÖrdinatenachse eingeschlossene, in Fig. 64 schraffierte Fläche ist 
Yı 2 n 
a a ra = EB a ar 


Ya Jg 


\ —1 
n) Pr a re; ur, Yı | Az 
= ——ı; ee lless ma — : 
2 ae we = [hrs] 
Die durch Gl. (15) gegebene Kurye spielt mit dem Ausdrucke für ihre 
Fläche eine große Rolle in der Wärmelehre, da durch sie mit ver- 
schiedenen Werten des Exponenten u die Zustandsänderungen von 


Gasen, d.h. der Zusammenhang zwischen deren Druck y und Vo- 
lumen & der Gewichtseinheit dargestellt werden 


oder 
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Da der Differentialquotient einer Funktion y = f(x), d.h. 
a EN ed} 


wie schon in $ 8 betont wurde, selbst wieder eine Funktion 
von & ist, so kann er, wie f(x) selbst, ebenfalls nach & differen- 
tiert werden, woraus der sog. zweite Differentialquotient 


Lorenz, Einführungi. d. Elemente d. höh. Mathem. u. Mechanik. 6 
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d (dy daS GE | 
| \=% dx 2 
resultiert, für den man mit d(dy) = d?y und d& d& = dx? sowie 
unter Benutzung von zwei Strichen analog dem einen in Gl. (1) 
auch schreibt 

d2 

Tel = Po 
Wiederholt man das Verfahren an dieser Formel, so N sich 
der dritte Differentialguotient 

d’y 

Te EHE — fa). en 
und schließlich bei n-maliger Wiederholung der n-te Differential- 
quotient oder die n-te Ableitung 

Ar y 

dx" 


= yo) .... 2 (Ad). 


Die in diesen höheren Ableitungen auftretenden Differentiale 
oder Elemente d?y, d’y...d”y bezeichnet man demgemäß als 
Differentiale zweiter, dritter, n-ter Ordnung, da sie 
mit den Potenzen gleicher Da der (deze), dd 2, 

dar — (dx)” dividiert endliche Werte, nämlich die er 
Differentialquotienten, ergeben. Es braucht wohl kaum bemerkt 
zu werden, daß für die Berechnung einer höheren Ableitung 
aus der nächst niederen dieselben Regeln gelten wie für die- 
jenige des ersten Differentialquotienten aus der Funktion selbst. 


1.Beispiel. Daher erhält man aus y = ax” mit ganzen positiven 
Exponenten n 


v—SY =anan-ı 

2 
Bu FH =am-Dazr-2 

s 2 
N En I - a(n — 2) ( (n—1)nx"- 3 ( ) 
ya -antarn—anı 


wenn das Produkt 1-2-.3...n=n! gesetzt wird. Bei der Fort- 
setzung des Verfahrens erhält man y®+D = 0 und damit verschwinden 
alle weiteren Ableitungen. Ist dagegen der Exponent n keine ganze 
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positive Zahl, so hat die Reihe der höheren Ableitungen kein Ende, 
da es einen n-ten Differentialquotienten hierbei gar nicht geben kann. 


2. Beispiel. Ist umgekehrt ein höherer Differentialquotient, 


also etwa 
Yy_ m — gu 
| das =y 4 (2) er re re (3) 
vorgelegt, worin 
ey _d (ay\ _dy" —_oytda— fin 
en.) DHELAYE UHR SARINE) OL 
ist, so folgt daraus durch Integration unter Hinzufügung einer Kon- 
stanten (, 
y"— IR det =f"@) +0, 
und durch weitere Integration wegen dy' = y"'dx mit einer zweiten 
Konstanten (, 
vlt @+Cldae=f@+ 0x + 0, 
Integrieren wir schließlich noch diesen Ausdruck mit dy=y'dx, so 
wird mit einer dritten Konstante (, 


yallf@)+Cx+G]dc-+C, 


0.2 
y=f@) + — tG= +6. ke (8a), 


d.h. durch jede Integration vermehrt sich der Ausdruck 
um ein neues mit einer Konstanten behaftetes Glied. 


oder 


Die Einfachheit in der Behandlung von Potenzen einer Ver- 
änderlichen legt es nahe, beliebige Funktionen durch Summen 
solcher Potenzen mit ganzzahligen positiven Exponenten und 
konstanten Koeffizienten AyAı Aa ... An darzustellen, also 


y=S(& = A-+ A + Ar... + Axt +... Ana (4) 
zu schreiben. Alsdann bestimmt sich der erste Koeffizient A, 
dieser sog. Potenzreihe dadurch, daß für x = 0 alle weiteren 
Glieder verschwinden, während f(x) = f(0) wird, d. h. den Wert 
der Funktion für <= 0 annimmt, zu 
4 = (0). 
Differentieren wir die Gl. (4) einmal, so folgt unter Wegfall 
von 4y 
y=f(&) = 4 +24°4+..+%kA ar 14,..—+n Ana m1 
und für <= 0 nach Verschwinden aller höheren Glieder 
Aı = 5" (0). 
e# 
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Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir 
"24, = 2A 
1-2.-34=3!4; = f”" (0) 


1.2.9: KA A 


1.2:34.nA, nl A, = a0, 
so daß wir auch für die Potenzreihe (4) schreiben dürfen 


vs) -SO+TLO+FF"O+. FO. +00) (Aa). 


Diese Reihe bricht mit dem n-ten Gliede ab, wenn f® (x) — konst 
wird, andernfalls wird die Zahl ihrer Glieder unendlich groß. 
Ihre Bildung beruht natürlich auf der Voraussetzung, daß 
alle Ableitungen für & = 0 endliche Werte annehmen. 
3. Beispiel. Ist z. B. die Funktion y = (a + bx)r vorgelegt, 
so folgt 
So) =(a+be), FO=ar, 
F@)=nba tt Pr ARNO enare!Ib, 
fe )=nn —-—Yb’a-+ba)" 2, fO)—=n(n — 1)ar 2b 
DER Ina )(n —2)..n —k-+]) lab a 
SPO)—=n(n —1)..n —k+1)a”-*b* usw. 


Schreiben wir abkürzungsweise 


DU a 4 
er 


(gesprochen n über k), so erhalten wir die Potenzreihe 
(a+bx)” — ar + (Jar 1b + ($)ar-2b?axr+... +(k)a” rbexk--,. (6), 


welche für ganz positive n mit dem Grliede (7) 6"x" — b*2* abbricht, . 


5) 


für negative und gebrochene Exponenten n dagegen unendlich viele 
Glieder besitzt. Für 2 = 1 vereinfacht sich (6) in die sog. Bi- 
nomiälreih:e 


(tb —ar (far 13 -(Har-2d2-+..+-()ar-tBr Lt... (6a), 
in der die Faktoren 
(Ale re 


als Binomialkoeffizienten bezeichnet werden, während der 
ganze Ausdruck (6a) den sog. binomischen Lehrsatz der Ent- 
wickelbarkeit der Potenz eines Binomsin eine Reihe 
darstellt. 

4. Beispiel. Schreiben wir den Ausdruck (6) in der Form 
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N ba\” 
y=@+bar—alı+ WESER Er (N 
und setzen abkürzungsweise 
bx 
Ur tn (CH), 
a 
so folgt 
Q n N > 
’-1+Ww=1+()utß)®+.. .. . @&b). 


ar 
Ist hierin « absolut stets viel kleiner als 1, so trifft dies in noch viel 
höherem Maße für u?, u? usw. zu, so daß auch die damit behafteten 
Glieder sehr klein gegen die Einheit ausfallen und bei angenäherten 
Rechnungen, die in der Physik eine große Rolle spielen, vernach- 
lässigt werden dürfen. Demgemäß bezeichnet man 


aD LIE Nun a 22 nen) 
als die erste Annäherung und 
Atari tnut Dur ra Er. TAcıd) 


als die zweite Annäherung der Funktion (1+ w* für wv<{1l. 
Hiernach ist z. B. in erster Annäherung für wv<1 


YIts=1+7> 
2 
RENT s 
er + u usw. 
5. Beispiel. Setzen wir in der Reihe 
a nee 
Aal een a AI a ee u u 
1 
= — 
n 
so geht sie über in 
le, 
+) Hh4 Hr, - RS), 
Lassen wir hierin n immer mehr wachsen, so werden die Brüche 
1.2 k+1 
a rn a 


immer kleiner gegen 1 und verschwinden schließlich für die Grenze 
n — 00, so daß wir für diesen Fall die unendliche Reihe 


im (+ tt tt tt 8a) 


Nn=o 
erhalten, deren Glieder ersichtlich rasch abnehmen. Die hierdurch be- 
stimmte irrationale Zahl, deren Bedeutung in der Folge noch hervor- 


6 Kap. II. Differential- und Integralrechnung. 


treten wird, bezeichnet man mit dem Buchstaben e und erhält dafür 
durch Summierung einiger Glieder 


( Er -) TR. 
6. Beispiel. Ist die zweite Ableitung einer Funktion in der Form 
dy' _d’y 
SEE 
ee - ey 
gegeben, so folgt daraus durch Multiplikation mit dy wegen dy=y'dx 
ydy —kydy 
oder integriert mit einer Konstante C 
yr— kyiC . 57, Se 


Setzen wir nun fest, daß für 2=0, y=y, sein soll und schreiben 
außerdem k— a? für positive k, so folgt für  —0, 


ar Foren e 


" Zn: 
er eg BR usw. . (9b) 
yızary — ya y2+C 2-0 
yNd—ary" = a?y, . 
und wir erhalten als Integral von (9), d.h. von y'' — Se mit Rück- 
sicht auf Gl. (4a) die Potenzreihe 
a a6 a 
v=nli+ STH A -+ Bi are 
Yaryo: IE 323 «525 
Ha Free a + Et ©. 8 I (9 ec) 
mit den beiden willkürlichen Konstanten y, und C. Ist dagegen k in 
Gl. (9) nega.iv, so hätten wir dafür zu setzen k— — a? und erhalten 
damit als Integral von y'' —= —.a?y die Reihe 
a? x a a 
yylı- er —_ rt ee 
It, at ee. 9a 
+7 ee 


Die Bedeutung der in Klammern stehenden Reihen werden wir noch 
kennen lernen. 


$11. Exponentialfunktionen und Logarithmen. 


Der Differentialquotient der Exponentialfunktionen 


a lei. 
in der a eine beliebige Konstante bedeutet, ist nach $ 8 
d Beil: De : Kat 
a a ae ee (1a). 
dx x — X x — x 
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Da hierin a°-=&ı für immer kleiner werdende Differenzen 
x— xı sich der Grenze 1 nähert, so dürfen wir noch vor dem 
Grenzübergang mit einer großen Zahl n 

Rn al 
le mente (2) 
1 
tn — = 
und daher 
1 
@-m)lga= gi E= -) DEE ERDER 


setzen, ohne zunächst über die Basis dieser Logarithmen etwas 
auszusagen. Dies liefert also in (1a) eingeführt 


dy auılg u arı lg a 


EEE) 


oder nach dem Grenzübergange, d.h. für = x, und n = oo mit 
Rücksicht auf die Gl. (8b) im 5. Beispiel des $ 10 


8). 


Wählen wir nun als Basis des Logarithmensystems 
die oben definierte Zahl e = 2,71828.., so wird deren 
Logarithmus selbst = 1, und wir erhalten, indem wir die so 
definierten Logarithmen als natürliche durch Ign bezeichnen, 
an Stelle von (1b) 


Ze en Olen.a We Mel 3.) 
oder umgekehrt 
a*? 
Ist im Sonderfalle «= e, so folgt aus y = e® 
‚_dy _ d(e*) 
= dr — ER a IR (3c) 
und umgekehrt 
hend en al nad): 


1. Beispiel: Aus y=f(@x)=a* folgt zunächst f(0) = a’ —=1 
und durch Differentiation für e —=0 
y=f(e)=a”’lgna, f'(0)=Igna 
a" —=f"(a)=arllgna), f"(O)—=(lgna). 
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Dies liefert mit der Gl. (4a) des $10 die unendliche Potenzreihe 
963 
alt] “jonat ST Ogn a? +2 (en as + BE 3 
aus der für a=e mit Ign e—=1 
3% er 205 
eurer ne Be 3) 


und schließlich für <= 1 wieder die Reihe (8a) $ 10 hervorgeht. 


2. Beispiel. Setzen wir in Gl. (da) + «x an Stelle von x, so 
erhalten wir 


ax 0? 03 963 at oc* 
ee. 3 
ax 02 96? a3 909 ar act » 


an ES Be 


Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen er- 
gibt sich 


ee 2 a? 96? at act 
# (a) 


PR 00% Bi add 
2 


ae 
2 we au 
Dies sind aber die beiden Reihen in der Gl. (9c) des sechsten 
Beispiels von $ 10, so daß wir an deren Stelle als Integral von 
year auch 


= (e@® EL Leu (ex — e— @%) 
dd [24 


schreiben dürfen. Setzen wir hierin abkürzungsweise 
«yotle:yo + € «Yo Yaryo? + € 
==r A z ee B; 
2a ! 2a 
substituieren also an Stelle der Konstanten y, und (€ die ebenso will- 
kürlichen Werte A und 5, so lautet das Integral von y'' — u?y 


y== Aee«e-+ Be-ex a a ke TER (6), 


von dessen Richtigkeit man sich noch durch zweimalige Ableitung 


überzeugen kann. Auf dieselbe Weise erhält man mit Y—1=i an 
Stelle der Gl. (9d) $S10 als Lösung von y"' = — a?y 
y=.A'ewie 4--Ble-atarn Jen de 
Diese Umformung sowie die Bestimmung der Konstanten A’ und BD’ 
aus y, und C der Gl. (9d) 8 10 möge dem Leser als Übung überlassen 
bleiben. 
Die Funktion 
y= Jenna name 
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ist nach dem Vorstehenden nichts als die Umkehrung von 
x —= ev, deren Differentiation 


Be 
ae Meer 
oder 
day _ _4lgn«) “A 
ergibt, woraus wiederum 
(ei. +0 a 9 ie) 


folgt. Damit ist zugleich der in der Bemerkung zur Gl. (4) des 
$ 9 erwähnte Ausnahmefall der Integration von f(x) = x! er- 
ledigt, der anscheinend einen unendlichen Betrag lieferte. 
Haben wir an »Stelle von (7) allgemeiner 
RETAIL: 
so folgt nach den Regeln des $ 8 
dy_ dydu 1du Sf) 


draw du AL BE AR TF Go): se 
und umgekehrt 
a ” Ä 
7@) les) 0.0.0, 9 (8b) 


Steht also unter dem Integralzeichen ein Bruch, 
dessen Zähler die Ableitung des Nenners bildet, 
beides als Funktionen von x gedacht, so ist das Integral 
bis auf eine willkürliche Konstante der natürliche 
Logarithmus des Nenners. 

Sind « und v zwei Funktionen der Veränderlichen x, so 
war nach dem Multiplikationssatze des $ 8 

d(uv) = vdu + udv 
oder nach Division mit uv 


d(uv) du dv 


UDeTeR vr 
Dies liefert integriert 


Mer-jerft 


liEmupr = Imw len 7. 279%. %. (86) 


oder nach (8b) 
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ein Ergebnis, welches nichts anderes als die bekannte Funda- 
mentaleigenschaft der Logarithmen als Exponenten ihrer Basis, 
die in unserem Falle die Zahl eist, ausdrückt und ohne weiteres 
auf das Produkt beliebig vieler Funktionen «,v, w usw. ausge- 
dehnt werden kann. 
Ist das Integral 
= \ lgnx dx 


auszuwerten, so hat man nach den Regeln der partiellen Inte- 
gration 
(len de = algne — | xdilenz) 


== rlon® — [dx —= «(gene —1)+C 0). 


3. Beispiel. Versuchen wir nach den Regeln des $ 10 die 
Funktion y=I1gnx in eine Potenzreihe zu entwickeln, so erhalten 
wir wegen f (0) = — x, f' (0) = oo usw. lauter unendlich große Glieder 
im Einklang mit der Integration von x"! nach der Potenzregel, so daß 
dieses Verfahren hier versagt. Schreiben wir dagegen a-+-x für x, 
so folgt für x = 0 


y =len(a +), (0) I 
' er 1 U Den 1 
; ale’ FO) = e; 
| 1 
es „ BEER NN 
2 
Fr - & m 
Y El (a+m)3 b) Fi (0) 
2:3 2-3 
UA San IV ER 
y (a+x)*’ ER at usw 
Mithin erhalten wir 
X 2° “r Er A 
— L HET sera wEr > Be 
| lgn (a+x) lgn a j a STLIABE FT. era (10) 
und ebenso 
X 4 22 6% 2 
len ur) N Ta een . (10a) 
Durch Subtraktion dieser Gleichungen ergibt sich dann 
a a u _ 
sign rt IE ON 
und durch Addition wegen 1 +2) (a — x) = a? — x 
2 4 6 
I end ey ina 


2 
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Setzt man in diesen Ausdrücken noch a=1, so erhält man be- 
queme Reihen zur Berechnung der natürlichen Logarithmen be- 
liebiger Zahlen. 


Schreiben wir schließlich in der Gl. (10b) 
a+r=u a—ı=v 
oder 
2r=u—v, 2a=u-tv 


so wird daraus die häufig vorkommende Reihe 


1 U u—v 1 /u—v u — v\’ 
Et HEHE +. > mon 
4. Beispiel. Ist der Zähler unter dem Integralzeichen nicht 


mit dem Differentialguotienten des Nenners identisch, so kann man 
ihn häufig dazu ergänzen. So ist 


en u A LTE 7 
de | 04% de=@-0))5 2 
—(a—b)len bon) +xc-+C 


DER RE 


oder auch 
00% dee zent We £ dx 
\E- ca er xc-+ a nt c+a 


dx 962 


u je: ran ern 2 
-\@ a)dx + a en 2 ax -+a?len(c-+a)+C 
Steht unter dem Integral ein Ausdruck von der Form 


c-+ a 2 +4 
+bx2—4c aa) a, 


De 
=—-;tl7-. 
die Wurzeln der Gleichung &®-+- bx + c=0 bedeuten, so zerlege man 
den Ausdruck in zwei sog. Partialbrüche mit den unbe- 
stimmten Koeffizienten A und 5, so zwar daß 
c-+a | B _(4+Bxe—(4,-+ Bx,) 


m) —n) 2 a (8 — X) (@ — 85) 


worin 


» 


woraus durch Vergleich der einzelnen Glieder im Zähler 
A+B=1 Au +Bau =—a 


also 


en 03 g- arte 


X —%, X, — X, 
sich berechnet. Mithin ist 
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(e + a) dx -(, et+-a)de a a 


tete ana) mm, era) 
+ +0. ie 


Diese Methode versagt ee für gleiche: Wurzeln ©, =, zeit 
denen A und B unendlich groß werden. Alsdann hat man 


aa) - we he, Has weil au x ta 


(a — 2, )* =: (8 — 2) Ba X (8 — x.) 
also 
er - ? dx dx 
un ee a „te Wiese 
Setzen wirdieim 2.Beispiel ER NR Ausdrücke (s)mitaux =% 
U —.U U HU 
Eier —— 
so folgt daraus durch Qua- 
drieren 
eu— 2 pe 
1 — AB eu — 2 4 e-2% 472 
N n oder 


2—72=1 (12a). 
U 7 Dies ist aber die Glei- 
{N | chung einer gleichseiti- 
| gen Hyperbel (Fig. 65) 
SB mit der halben Hauptachse 
O4, = 1, weshalb man die 
Ausdrücke (12), die sich in 
ähnlicher Weise zu 1 er- 
gänzen, wie die Kreisfunk- 
tionen Cosinus und Sinus, als hyperbolische Cosinus und 
Sinus bezeichnet und 
OA=&£ = &o8u oder cosh u 
AB=n=Simuoder ginh N 
sowie analog den trigonometrischen Tangens und Cotangens die 
hyperbolischen Funktionen 


Fig. 65. 


(12b) 


et Sl 


Au Bu = mem tgu odertghu 
1 = eu te-u (220 
AB nn eu Cotg u od. cotghu 
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schreibt. Addiert und subtrahiert man die Formeln (12), so 
folgt mit (12b) 
E03 u 4 Sinu = eu 
Gosu — een] (120). 
Das Flächenstück A,uAB zwischen dem einen Hyperbelast und 
der Fr ist alsdann wegen (12) 


= 7 (ni AG — e-w2 du — ale: —t e-’u — 2)du 


1182 Se 2u 
= | 5) —2 2 + (0 
oder, da 
er _—— 07 # Er 4 
en 3; eer=5+n w=Ilgan(-+n) 
ist, auch nach Einsetzen der Grenzen Eraundss ln (0 
Bon a En Eu 
=, 5 lgn (+7) = 5 eek: (lan 


Daraus folgt aber, daß “n Größe u, das sog. Argument der 
vier sog. Hyperbelfunktionen (12b) und (12c), durch die 
in Fig. 65 schraffierte Fläche OBA,B’ dargestellt ist, der bei 
den Kreisfunktionen ein Kreissektor mit dem Radius 1 ent- 
spricht. Für diese Hyperbelfunktionen hat man nun ebenso 
Tabellen berechnet, wie für die Kreisfunktionen und erhält 
Ze FIUN 


u E08 u ar Sinu ERST: Tg u awaı | Eotg u 

0 1 0) 0 oo 
Er a allen 102 a CE E .. 5 

1 ER 1,543 er 15173 1 —(rI02 en =r3ls 
ea +1 er 5 ee FE tel . 

2 Eye ag 3,162 TE 3,627 IE I ART, 
e®—-1 2 ed —1 2 Pe | e° 1 

5 a 74,21 Fagr URN eo t1 =—0),9999 | — 1,0001 

oo 6°) ee) ak 1 


Daraus erkennt man, daß schon für «= 5 die Unterschiede 
der Sinu und Ev3u bzw. Tgu und Gotg « fast unmerklich ge- 
worden sind. 


5. Beispiel. Zur Berechnung der Fläche zwischen einem Aste 
der Hyperbel 


94 Kap. U. Differential- und Integralrechnung. 


26? y? 
FR: a 5; 
und der Abszissenachse, hat man nur 
er A 
a en] b u) 


zu setzen und erhält dann analog (13) 


x & 
b F 
F=|\ydar=ab(nd= [en — lgn + m]. 
a 1 
oder 


r-5|24—-1m(©+4)| ie 


a 
Da any -ı=! 


allgemein schreiben 


reed in (24 He 


2 
oder nach Multiplikation mit = und Ersatz von Ü e- —+ 5 logn a 


Yx? — a? ist, so dürfen wir auch hierfür 


durch die neue Konstante (C, 


TE | Far h - 
\vez@a- 3 e— a — In e+ Ya) +G, (15a) 


und analog durch Ersatz von a? durch — a? 


\=#H. a? de Y@ Fa + en @ +Yx2!+a)-+C, (5b), 


womit zugleich zwei häufig vorkommende Integrale berechnet sind. 

Demgegenüber berechnet sich die Fläche der gleichseitigen 
Hyperbel (Fig. 35) mit der Asymptotengleichung 

DEU" 
zwischen zwei Abszissenwerten x, und &, einfach zu 
%g 
- de _ 
F=(ya-5 9 gu 2, ma) —SIgn (16). 
X 


2 xy 
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Die Mittelpunktskovordinaten eines Punktes P des a 
(Fig. 66) mit dem Radius a und dem Neigungswinkel $ des Fahr- 
strahls OP gegen die Abszissenachse sind 


= 40089,,3Y —= Am Be 
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Mit dem Wachstum des Winkels um dp nimmt die Bogenlänge 

um ds—=ady und die Ordinate um dy=dscosgp zu, während 

die Abszisse um de = —dssingp abnimmt. Wir haben also 

nach Elimination von ds für die Differentiale de und dy 
de=—asinpdg, 


ER ER ANZ Pre ee: ) 
oder wegen (1) unter Wegfall der Konstanten « 
d(cosp) Sr ig 
Be f 
d(singy 
N = cosg Put ılh) 


sowie umgekehrt durch Integration 
[cos gydy=siny-C, 


(singdp=—cosg+C (Ile). 0° 
Weiterhin folgt aus 


Y 


1: 
u-tg9y—= RU er (2) 
nach der Divisionsregel des $ 8 
cdy — ydz ydz — zdy 
DU a ru RER y2 (2a) 
und mit (1) und (1a) 
du cofdg sing 1 dv 1 
den. cos? — co? dp  sin?y 
also 
d(itgp) 1 d(cotg p) 1 
er = —- or tohr 
dp cos? p dp sin? 
Daraus folgt umgekehrt durch Integration 
FR IBAN 
| CO gpy +6, \r = —cotgpg+ Ü. (2e). 
Dagegen erhalten wir nach der Gl. (8b) des $S 11 
_ (Einp, d (cos p) 
Ttegap= (nF ap- Rn (es cos a 2 a ah 3) 
er 2. d(sinp) _ i 
S ootgay = in nay — \ Era lgensing-+C 


1. Beispiel. Ausxz=/f(p)=acosyp folgt zunächst f(0) = «a 
und durch sukzessive Differentiation mit de —= x'dy 
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o =f(p) =—asng FO) —0 

u =f'y) =—acspg, ff =—a 

=) Stasing, FO) 0 | 

aır=f"—=tacay, FW) =+a usw. 
Dies liefert in Gl. (4a) des $ 10 eingesetzt die Potenzreihe 


52 4 6 
CO 9 —— a. ni: 


während sich ganz analog 


g> 
! 


ae Fr ee (5) 
a 7 ten 


ergibt. Dividieren wir die zweite dieser Reihen mit », so folgt 


BNP N RT 


72 3 
und für die Grenze = 0 
lim siny\ Bi 
= en RE 
Ebenso wird natürlich 
lim * r) ts sing EN E r\. 2 Be 2a 
o=0\ Yy PCOosy Yp cos y 


d.h. für sehr kleine Werte des Argumentesy kann man 
den SinusundTangens mit dem Bogen selbst vertauschen. 


2. Beispiel. Eine weitere Annäherung ergibt sich durch Ver- 
nachlässigung der vierten und höheren Potenzen von y zu 
2 


2 
ep sin pi F) 


woraus mit 
2+ 0089-3 —-.—3 ( 5) 
durch Division die Formel : 
En 
sin y 2-00 p (6) 
hervorgeht. Diese benutzte Huy- 
gens zur näherungsweisen Ab- 
C wickelung des Kreisbogens 
Pe a a ee ee AP— ag (Fig. 67) auf der Tangente 
Fig. 67. in A, indem er von dem Punkte D, 
dessen Abstand AD=3 0A = 3a 
ist, durch P eine Gerade zog, welche die Tangente in dem ge- 
suchten Punkte B trifft. Denn es ist 
PER NAB NAD 5 3a B) 
sinpo PC CD. 2a-tacosp 2-+-.cosp 
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3. Beispiel. Multiplizieren wir die Gl.(ö) miti—=Y-—1 und 
beachten, daß 

= —l, ’=-—, t=+1 ®=+ıiı !=-—1 usw, 
so wird daraus 
= 2 nn 

hs en 


während wir für (4) auch schreiben dürfen 


csy—l+— en me er ER 


Durch Addition beider Reihen erhalten wir dann 
cosp-Hising—=1+ un an GR 
oder mit Rücksicht auf die ER dieser Reihe nach Gl. (5) S 11 


OR It sin ne ae ET) 
und ebenso nach Ersatz von p durch — 


a N u ER IT yE 
Schreiben wir in diesen Gleichungen np für y, so wird daraus 


aa: nl 


coonpg — isinnpg=e !"P —=(cosp — ising)” 


cosnp Hisinng = e'"? 


zwei Gleichungen, welche den Moivreschen Lehrsatz ausdrücken. 


Ebenso folgt durch Addition und Subtraktion der Formeln (7) 
und (7a) mit Rücksicht auf die Gl. (11b) des $ 11 


ı a To eh 
COS p — 0 _ Co3 iy, sinpg= an —= —16into (9) 
oder umgekehrt 
039 = cos 19, Sing Ftsnep ee (9a) 
und dementsprechend 
IIpo= —itgio, tpo—= —iTgigp | (9b) 
Gnlgp—rcatgtige eelepgilotgio | 


4. Beispiel. Vergleicht man die obigen Reihen (4) und (5) mit 
den Reihen der Gl. (9d) des $ 10, welche die Lösung von y' = — «’y 
darstellt, so erkennt man ihre Identität mit cosax und sinaz, so daß 
man für diese Ergebnisse auch schreiben darf 


/C 2773 

/ — N” Fi 

yaycosar-t! I gina 
& 


oder allgemein mit den willkürlichen Konstanten A und B an Stelle 


i Di) nes 
von y und —YC — a: yo? 
[24 
year Benag : 2... (10) 
Lorenz, Einführung i. d. Elemente d. höh. Mathem. u. Mechanik. 7 
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Von der Richtigkeit dieser Lösung kann man sich auch durch 
zweimalige Differentiation überzeugen, welche 


y'—=— a?(Acosax + Bsinax)=—a’y . . (10a) 


liefert, wobei die Konstanten A und B wieder herausfallen. 


Die ebenfalls hierfür gültige Lösung (6a) $ 11, nämlich 
= ARTE TEE 


läßt sich leicht mit Hilfe der obigen Formeln {/7) und (7a) in (10) um- 
formen, was dem Leser überlassen bleiben möge. 


Die Normalen in zwei um das Bogenelement ds voneinander 
entfernten Kurvenpunkten P und P' schneiden sich in einem 
Punkte M (Fig. 68), der als Mittelpunkt eines Kreises durch 

PP' angesehen werden kann und 
mit der Kurve das Bogenelement 
ds sowie die beiden Tangenten 
in P'’ und P gemein hat. Da 
die Kurve um so stärker. ge- 
krümmt ist, je kleiner dieser 
Kreis ausfällt, so bezeichnen wir 
ihn als den Krümmungs- 
kreis der Kurve im Punkte P 
- und wählen für seinen Halb- 
messer, den sog. Krümmungs- 
radius, den Buchstaben o. Ist 
ferner r der Tangentenwinkel in P, so gilt nach der Definition 
des Differentialguotienten | 


Fig. 68. 


dy 


woraus durch abermalige Differentiation mit Rücksicht auf 
Gl. (2b) 


dt d? 


2ECH 
ee en cken) 


folgt. Der Zuwachs dr des Tangentenwinkels ist aber auch 
identisch mit dem Winkel zwischen den beiden Normalen in 
P und P', so daß wir für das Bogenelement ds auf dem 
Krümmungskreis auch haben 


Bed re 


a 
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und nach Elimination von dr aus (11a) und (11b) 


Nun ist aber auch 


dx dy\? 
Erde ER 2 u 2 
COST 7 ds —= dx? + dy =|: +) Jar» 


mithin folgt für den Krümmungsradius 


+@er] 1+y2 


day y" 
dx? 
während der reziproke Wert als das Krümmungsmaß der 
Kurve oder kurz als ihre Krümmung bezeichnet wird. 


5. Beispiel. Hiernach erhält man für die Ellipse 


leo 


(12), 


a Sl USE Sa SER RR 9 
mit der Substitution 
BET acoB mu bein... hu. n = (138) 
zunächst 
de A da & ANEEEO 
Ep ba Baar: CoOSo, ee LT, . (13b), 
also 
2, 
Be BARRIERE AN AED 
dx? asin’p dx a? sin®y 
und daher 
3 
Er b? : \ asin®y  _ (a?sin?pg-+ b?cos?p)? _ 
0 = (1 + „cote % . EEE EI NT TO TIERE (14) 
oder wegen (13a) 
[a*y? + bt?) 3 
0 ET: ag ee Se Eh ei (14a). 


Darun. folgt für die beiden Scheitel mit 2=0, y=b bzw. 
nen Yy—=l) 
a? b? 


ae a m ——, 
xı D.° 03 a 


Man übersieht leicht, daß der Krümmungsradius der Hyperbel sich 
hiervon nur durch das Vorzeichen des mit y? behafteten Gliedes 
unterscheiden wird, was der Leser mit Hilfe der Substitution 

2z =ale" te", 2y=b(e* — e” 
analog Gl. (11) $ 11 nachweisen kann. 
7* 
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Für die Parabel y„?=2px erhält man ohne Substitution 


dy d’y Fi 
I pP; Y as a 


also 
day DD Fr 
de : 9° dee. 2098 
3 
2 21% 
TE Ze, 


Da die zyklometrischen Funktionen 
p.-=.dresin& =arccosn ur 
die Umkehrung der Kreisfunktionen 
= np,en 008 
darstellen, so ist 
d2= cosydg, dn=—sinpdy 
dp 1 dp _ 1 


dE --cosp’ -dn : . eng 


oder wegen 
cosp = 1 — sing = 1 8, sing=l -osyg=fl—? 


dp - diaresiney mr 4 

dE 0. dE Se 

3 ; I eure: 
dp _dlarccosn) 1 
Le 


Daraus folgt durch Integration 


1-® 
Ebenso ergibt sich aus 
go = aretgg =arceitgy var 
E=tgp, nm eotgp 


=arainS+ (= —arccs& + 0% . (16b). 


d 
ds = r ‚dn—=— = 
cos? sin? 
und wegen 
co2p = IH We 1,5, PN. 
dg_dlartgd) 1 
dag 
e 17a) 
dp _ dlarccotgn) 1 (17a) 


dn > dn 147 
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und umgekehrt 


de | - 
Ip = arts —= —arcctg&ö +0 . (17b) 


Weiterhin folgt durch Substitution neuer Veränderlicher 
und teilweise Integration 


\aresin&d& = | pPcospydy—= | pd(sin y)= ysingy an singdyp 
= y9sing—+cosg + C=Earesin5 + 71 — 2+0C.(19 


d« 
Saretgeds— (2 = [ydltgy)=ytgy— |tgpdy 


— ptgpg-+lgncospg + C= Earetg£ + Ignyl 2-4 0(19). 
6. Beispiel. Zur Gewinnung einer Potenzreihe für arc sin 5 


entwickeln wir deren Ableitung (16a) nach dem binomischen Lehr- 
satze Gl. (6) $ 10 in die Reihe 
d (arc sin $) 1-3-5 


& 0 
de (Eye pe a Sans a Ko 4. ae 


und integrieren gliedweise nach den Regeln des $ 9, wodurch bis auf 
eine Konstante 


us LE L.93=5 81 
arcsin rer ers 


wird. Da nun für &=0, auch arcsin &=0 ist, so verschwindet die 
Konstante C und es bleibt 


U DR Sa ER 
nee fe £ 2 
an om 2 1er 
Für e— 1 ıst Are sin] = 5. wodurch man die Reihe 
—1 I (20a) 
N Haatsistsas st 


erhält, deren Glieder indessen nicht rasch genug abnehmen für eine 
bequeme Berechnung von z. 
7. Beispiel. In derselben Weise folgt aus 
&) — (1 a ey1—1 Er Er &ı _ & u & 


durch Integration unter Wegfall der Konstanten (d.h. wegen arctg 0=0) 


£3 &5 &7 


MER TER > OBER 2 
arctg 5 =S$ 3 + 5 rt AA 
woraus für &=1, artg 1= —, also 
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c 12991: ji 
rate 2 ee . (21a) 


hervorgeht. Faßt man hierin die aufeinander folgenden Differenzen 
je zweier Glieder zusammen, so ergibt sich mit 


7 3 ke ee ra T 
eltern) . . . . (21b) 


eine neue für die Berechnung von z schon recht bequeme Reihe. 


8. Beispiel. Die Fläche der Ellipse Gl. (13) ist mit der 
Substitution (13a) bis auf eine Konstante 


pe fir ae 
ab/ sin? 
RT )=$ ne. 
Da nun =acosp, y=bsinyp war, so folgt durch Einsetzen 
FH _ 2 grecos © + IE ar +6. (22. 
2 2 2 
Für die untere Grenze <= —a, y=0 verschwindet mit arc- 


cos 1=arcsin 0=0 die Konstante (; und man übersieht, daß der 


1 : ; \ b z 
in Fig. 69 schraffierte Sektor OAP mit > arcoon ı — & arcsin 7. 


identisch ist, während F die Diffe- 
renz dieses Sektors und des Drei- 


E X 
ecks 2 darstellt. Das Vorzeichen 
von F' erscheint hierbei negativ 
A 5 wegen des Umfahrungssinnes APO 
BR | (vel.$ 4). Daher liefert auch (22) 
N für den Ellipsenquadranten, d. h. 
die Fläche zwischen = —- a, y=0 und x=(0, y=b mit 
arccos 0 — . den Wert 
PR=-ab- 
oder für die ganze Ellipsenfläche mit Weglassung des Vorzeichens 
4F' o= Ta b. 
2 
Setzen wir dann noch in den Ausdruck (22) y = yı - z 


— ya} — x? ein, so folgt auch nach Wegheben von b allgemein 


BE Are en ae 2 
Unzer 2 Sa rmee: — z arcoos —+ C 22a 
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Da das Bogenelement ds einer Kurve die Hypothenuse. 
eines unendlich kleinen Dreiecks mit den Katheten dx und dy 
. bildet, so ist 

ee been 
ds = yda? + dy? — yı + Fi dx 


und daher die Bogenlänge der Kurve selbst bis auf eine 


Konstante =. 
dy\2 
\yır@) EIS 93), 


Die Ausführung dieser Integration wird häufig durch Ein- 
führung einer Hilfsveränderlichen % erleichtert, wenn 
hW y-RW) ..... 
gesetzt werden kann; dann ist 
dz=fı(u)du dy=f'(udu 


si \Yf BEE du an en (24a 
9. Beispiel. Für die gemeine Zykloide geltennach $4 Gl. (11) 
die Formeln 


also 


= a —8inp), .„Y= all C08p).:.= . ..:(25), 

also | 
de =a(l— cosy)dgp, dy=asinydy, 
worin x den abgerollten Kreisbogen und a den Radius des Rollkreises 
bedeutet (Fig. 20). Dann ist 
ds? — a?[(1— 6089)’ +sin?p]dp? = 2a?(l — cosp)dy* 
und da 
1 — cosp —2sin? 
ist, 
p 


Are ar o ‚97 
s—2a| sin dy—tal cos 2) KERENEESEN: 


Daraus folgt für die ganze Schleife mit 9 =2n, cos 5= —ı, 


3=%8a. 

10. Beispiel. Für flache Bogen ist der Neigungswinkel 
gegen die Sehne zwischen den Endpunkten klein und damit auch der 
mit der Tangente dieses Winkels identische Differentialquotient, so 
daß man an Stelle von (23) nach Gl. (7c) $S 10 auch angenähert 


schreiben darf 
2 
-\fi+5@ö)]e I RR 
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So erhält man für einen flachen Parabelbogen von der halben 
Sehnenlänge 7 mit dem Scheitelabstand OA = Ah (Fig. 70) 


=2py, ?=2ph, 


also Ehe 
l2 
dy__2h 
de. Ur 
und daher für den Bogen BOB hinreichend genau 
T 
D 2 
—2| ( a x 5 de—ailı a =) 7 26a 
312 
0 
K— 1 _— 
B A B | 
A | A 
25T 
| >2 il, 
Fig. 70. Fig. 71. 


11. Beispiel. Für eine halbe Sinuslinie (Fig. 71) mit der 
Scheitelhöhe A über der Mittelinie 22 haben wir 
TU 


Y —h sin EL, N > 


oder a 
y=ıh sin 57 

a 

da. Dre a 


lst nun Ah klein gegen /, die Sinuslinie also sehr flach, so liefert 


diese Formel mit (26) für den ganzen Bogen 


2 7 


ee, 2 d 21- - | cos257 de. 
=2| | gu 5 y ee 2 21 
0 0 


Da nun anderseits 


0 0 
ist, so folgt schließlich für die Bogenlänge AA nahezu 
10 Rh 
s=211+ Zr 24) oe, 


Dieses Ergebnis stimmt aber ziemlich genau mit (26a) überein, 
so daß man die flache Sinuslinie auch angenähert als Parabelbogen 
auffassen kann. 
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S 13. Ausgezeichnete Funktionswerte. 


Erreicht in einer stetig verlaufenden Kurve (Fig. 72) mit 

der Gleichung 
Pleite Re 

die Ordinate y im Punkte P, ein Maximum y, in P, ein 
Minimum %, so wird in beiden Punkten die Tangente der 
Abszissenachse parallel und 
damit der Tangenten- 
winkel verschwinden. Dies 
trifft dann auch für den 
Differentialquotienten 


=f(@)=tgr=0.(0) 


zu, dessen Verschwin- 
den für bestimmte 
Abszissenwerte somit 
die Bedingung eines 
zugehörigen Maxi- 
mums oder Minimums ist. Umgekehrt erhält man aus der 
Gleichung f’(x&) = 0 durch Auflösen nach x die einem Maxi- 
mum. oder Minimum der Ordinate zugehörigen Abszissen und 
durch deren Einsetzen in (1) die Maximal- oder Minimalwerte 
von y selbst. Ob es sich dabei um ein Maximum oder Minimum 
handelt, zeigt ohne weiteres ein Blick auf die Kurve; indessen 
läßt sich diese Frage auch analytisch aus der Veränderung des 
Differentialquotienten in der Nähe der Punkte P, und P, ent- 
scheiden. Nähert man sich von P ausgehend dem Punkte P;, 
so nimmt offenbar der Tangentenwinkel r ab, während er auf 
dem Wege von P bis P, und darüber hinaus zunimmt. Dem 
Zuwachse des Tangentenwinkels entspricht aber ein solcher der 
Ableitung f’(x)=tgr; und dieser wiederum ist durch die zweite 
Ableitung 


ee 
gegeben, deren negatives, derAbnahme entsprechen- 
des Vorzeichen für die durch Gl. (2) definierten 
Werte von x ein diesem zugehöriges Maximum von 
y bestimmt, während mit der Zunahme von f’(«) ein 


no 
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positives Vorzeichen von f”(x) ein Minimum kenn- 
zeichnet. Verschwindet aber auch der zweite Differential- 
quotient, so wird trotz horizontaler Tangente im allgemeinen die 
Ordinate des betreffenden Kurvenpunktes P, keinen Maximal- 
oder Minimalwert besitzen (Fig. 73). 
Dagegen wird dort nach Gl. (12) 
512 mit /G) =D Ra era 
mungsradius o unendlich groß 
werden und beim Durchgang durch 
P, sein Vorzeichen wechseln, wes- 
halb man diesen Punktals Wende- 
punkt bezeichnet. Solche Wende- 
punkte sind natürlich nicht an 
horizontale Tangenten gebunden, 
sondern können, wie z. B. P, in 
Fig. 73, beliebig geneigte Tangenten besitzen. 

1. Beispiel. Die Ableitung der Funktion 4 = sin «x (Fig. 74), 


Fig. 73. 


nämlich y'’=.«acosax verschwindet 
x 1 3 5 RAR 
iur o@ = es TT, 7 TT, 27 TT, 7% 7t USW., 
wobei „= — o?sinax, =— «<(, +? >0, — ®<0, +«>0 . » 
entsprechend einem Max. Min. Max. Min. 


Die zweite Ableitung verschwindet für die Punkte «x =, n, In, 
5 usw., denenallen dieOrdi- 
natey=(0 zukommt, so daß 
also die Sinuslinie Fig. 74 die 
Abszissenachse mit Wende- 
punkten schneidet. 

In derselben Weise möge 
der Leser die Funktion 
y=tgax, deren Verlauf in 
Fig. 17 dargestellt ist, unter- 


Fig. 74. suchen. 

2. Beispiel. Aus yet tl Y——ıT 2a 
2e-#°202—D,- so- daß-y:=0-für e=und a, Fa 
nun für 9, =0,y" =—2 ist, so wird „„—=e’—=1 ein Maximum und 
Ya =e7.”=0 ein Minimum. Weiterist 470 fürz, 


1 
Beach ar so daß die in Fig. 75 dargestellte Kurve zwei Wende- 


1 
punkte mit der Ordinatey—e ?= Vier im Endlichen besitzt, während 
e 
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die beiden anderen Wendepunkte auf der Abszissenachse, der sich 
die Kurve asymptotisch nähert, im Unendlichen liegen und gleich- 
zeitig den Minimalwert der Ordinate liefern. 
3. Beispiel. Um 

eine Kurve zu finden, Yy 

welche im Koordi- 
natenanfang, d.h. für 
=), = (fin die 
Abszissenachse und im 
Punkte x, y, in eine Ge- 
rade von der Neigungr, 
mit je einem Wende- Ä 


punkte übergeht (Fig. Tee SR 
76), setzen wir für die Fig. 75. 


Kurvengleichung die Potenzreihe 


y—=4A,+ 4,% + 4,0? +4,03? 4 A,0t + A,0°—+.. 
an, deren Koeffizienten wir durch die genannten Bedingungen zu er- 
mitteln haben. Da die Kurve durch den Anfang OÖ gehen soll, also 
Yale. erst, 806-ver- 
schwindet zunächst die Konstante 
A,=0, und wir erhalten durch 
Differentiation 


yY=f(&) =A, +24,2 + 34,0? 
+44,02°+54,0°-+. 

Auch -dieser Ausdruck soll wegen 

der Berührung der Abszissenachse 

für =0 verschwinden, d.h. es 

muß A, =0 sein. Schließlich ist 


Y"=f'(=24,+2:-34,2+3-44,0°”+4-54,0° +... 
worin wegen des Wendepunktes in O, d.h. wegen f’'(0)=0, 4, = 0 
ist, so daß nur mehr die drei dem Punkte x, y, mit der Tangenten- 
bedingung f’(z2,)=tgr, und der Wendepunktsbedingung f" (x,) = 0 
genügenden Formeln 

y=-4r?+A,0' Am’... 
tgr, =3 4,0? +44,0° 5A, +... 
0=2-.34A,0x, +3-4-4,2,°?+4-5-4,0°-+... 
übrig bleiben, welche zur Bestimmung der drei Konstanten 4,,A,,4; 
unter Wegfall aller übrigen gerade ausreichen. Die Ausführung dieser 


Rechnung kann dem Leser mit der Bemerkung überlassen bleiben, 
daß die auf diese Weise erhaltene Kurve mit der Gleichung 


Fig. 76. 
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y= 4,x° 4 A, 4 4,08 
zur Überführung zweier geradliniger Schienenstränge ineinander prak- 
tische Verwendung findet. 


4. Beispiel. Der gebrochene Weg P, PP, zwischen zwei Punkten 
P, und P, (&,y, und &,%,) über einen Punkt P (x0) der Abszissen- 
achse (Fig. 77) hat die Länge 
s=Ye@e— a” +y? 
+Y(a, — x)” + 9? 


und wird zu einem Minimum für 


3; 


RE: c—%, 
de Ya) 9? 
0 —% 


mar: = 


sind, —=sin 4, 


oder für 


TiE.77. 


d. h. wenn die Normale zur Ab- 
szissenachse in P den Winkel P, PP, halbiert, entsprechend der Re 
flexion eines Lichtstrahles am Spiegel OX. 


Ist eine Funktion in der Form 


5: ne 


gegeben, so kann es vorkommen, daß für einen Wert x, der 
Veränderlichen « Zähler und Nenner zugleich verschwinden oder 
unendlich groß werden, woraus ein scheinbar unbestimmter 
Wert für yı resultiert. Fassen wir zunächst den Fall ins 
Auge, daß gleichzeitig 
Sa)=0, Fan)=0 

wird, so dürfen wir diese Werte ohne weiteres dem Zähler bzw. 
dem Nenner von (4) hinzufügen und schreiben 


fe) 
3) =) U — & 
"Fo)—- Fa) F@—F@)) 
% — X 


und erhalten daraus für & = x, d.h. durch den Grenzübergang 


F(&ı) 


YL F' (x) (4 a) 


Ist dagegen 
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1 
er) 3077 Fliei)” 0 
Ne Sa 1 TEE 
F(&ı) R 


so schreiben wir an Stelle von (4) 


1 Dei] d fi 
lim | Fo) Fa) ro) 


ATS Se J (4b) 
ORTE a 
und wenn 
yı = Fa) Fa)=0.-0 = En = 
wird, so folgt F (&ı) 
RR NIE 
wen ET FB ERENTO), 
dAx\F(xı) 


In derselben Weise lassen sich alle scheinbar unbestimmten 
Formen behandeln, event. unter Wiederholung des ganzen Ver- 
fahrens, wenn die erste Ableitung in Zähler und Nenner für x, 
wieder einen unbestimmten Ausdruck liefern würde. 


sin sin O 


5. Beispiel. S$o liefert y — — füre=0, y =, während 
man durch Differentiation oben und unten 
Col 
als Grenzwert erhält, vgl. (5a) in 8 12. 
Ebenso wird für = 0 
= (=?) eo N 
ENDE: ORENEDBE.O. 
im Einklang mit Gl. (5b) 8 12. 
6. Beispiel: Weiter ist für = 0 
ee a ee 
a 
BIER ER EN, TIER WERTE 
ee ren 
Um y, = (2°), = 0° zu berechnen, logarithmiere man beidseitig, 
schreibe also 
1 
lgn x _ 
en) --(?| =-@,=0, 
ü 1 
«2/0 
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woraus 


a a | 
folgt. 


7. Beispiel. Die in Fig. 64 schraffierte Fläche der Kurve 
yxc4 —y,%, 4 (6. Beispiel $ 9) hatte zwischen zwei Parallelen zur Ab- 
szissenachse den Inhalt 


m ph ı ga er) 5% E Bi 
“u«—]1 Y, % 09 


NE 
u 

in &y=x%x,y, über, so wird der Ausdruck unbestimmt 0:0, während 

man nach dem obigen Verfahren durch Differentiation nach « findet 

Y, \% Y 2 
FR=— B Yı (2) len “|, — x, y, lgn Sn 
ein Ergebnis, welches man natürlich auch unmittelbar ableiten könnte, 
vgl. Gl. (16) $ 11. 


. —=u setzen. Geht die Kurve mit a=1 oder v=( 


wenn wir 


$ 14. Die Ermittlung des Volumens und der Oberfläche ein- 
facher Körper. 


Das Volumen eines geraden Zylinders oder Prismas mit der 
beliebig gestalteten Grundfläche F und der Höhe hit V=F.h. 
Schneiden wir daher aus einem Körper (Fig. 78) durch zwei um 

1% das Differential dA von einander ab- 
stehende Ebenen eine Scheibe heraus, 
mit der Fläche F, so stellt Fdh deren 
Volumen und zugleich das Volumen- 
element des ganzen Körpers dar, so daß 
dessen Volumen zwischen zwei Ebenen 
in endlichem Abstande Ag — h, sich aus 


ER v=\Fraa. | 


berechnet, worin natürlich F als eine Funktion von Ah durch die 
Körpergestalt gegeben sein muß, während Ah, und ho die Abstände 
der beiden Grenzebenen von einem willkürlich gewählten Anfangs- 
punkte bedeuten. | 


1. Beispiel. In einem Kegel (oder einer Pyramide) fällen wir 
von der Spitze O (Fig. 79) ein Lot OM, =h, auf die Grundfläche F,, 
welches eine beliebige Parallelebene F'zu dieser in M schneiden möge, 
derart daß OM =h. Legen wir ferner durch dieses Lot zwei um den 
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Winkel dgp geneigte Ebenen, so scheiden diese aus den Ebenen F’' und 
F, mit MA=r und M,4, = r, die Flächenelemente 


MAA=dF=5rdy 
1 


M, A, A', = dF, ar Ye do 
heraus. Da nun wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke OMAw OM,4A« 
griech 
RL 
ist, so folgt auch 
R9a h? 
RR 5) ne dp nt 
oder | = 
En 
ho 
Mithin ist das Volumen des 
Kegels 
Ro F Ro 
2 ” 1 
v=\ran—,t\man—5Fıh @) en 
0 0 


und das eines Kegelstumpfes zwischen den beiden Höhen Ah, 
und A, 


2 Ro 
Fr, a öörseheN} 
—— er er .— D . . 2 = 
v \ Fan—;: In u (2a) 
h, 


h; 


2. Beispiel. Die zur X-Achse normale ebene Schnittfläche 
A’B'C' durch den in Fig. 44 dargestellten Ellipsoidoktanten 
ist. mt AsB. —ysunds AO = 


TT 
F= 4 Jo?o 
Anderseits aber ist mit OA —=x 
a? = b? J a? c? 


oder 
202 
Pen bel a —) 


und daher folgt für das Volumen des Oktanten 


a 


r au 2er BI A 
v=|ras=7 be Nü-5)ae=% abe MEERES 
0 0 


und für das Volumen des ganzen Ellipsoids V,=8 V=3zabe Da 
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nun die Kugelals ein Ellipsoid mit drei gleichen Halbachsen a auf- 
‚zufassen ist, so ist deren Volumen 


een a a 


3 


Handelt es sich um einen Rotationskörper (Fig. 80) mit 
.der Achse 00, so schneide man aus diesem einen zylindrischen 
Ring von der Höhe k mit dem Innenradius r und der unendlich 
kleinen Wandstärke dr heraus, dessen Volumen 2rrhrdr zugleich 
‚das Volumenelement des Körpers darstellt, so daß 


10 


V=2n\hrdr =), 
0 


sein Volumen zwischen der Achse und 
einem Zylinderschnitte vom Radius r; ist. 
In Gl. (4) dürfen wir aber Ahdr = dF auch 
als das schraffierte Flächenelement des 
halben Meridianschnitts, durch dessen 
Rotation der ganze Körper entstanden ist, 
betrachten und demgemäß allgemeiner 
schreiben 


r1 
Fig. 80. Viren 
0 


-worin das Integral wohl auch als das (statische) Moment des 
Flächenstückes, über welches sich die Integration erstreckt, 
in bezug auf die Achse OO bezeichnet wird. 


Haben wir es insbesondere mitringförmigen Körpern 
0 zu tun, deren halber Meridianschnitt 
; eine Symmetrieachse AA parallel zur 
Rotationsachse OO mit dem Abstand r, 
besitzt (Fig. 81), so dürfen wir mit 
| r=r,+ 2 an Stelle von (4a) für das 
% een ganze Ringvolumen auch schreiben 


en V=2nr |dF +2n|zdF.(B), 


worin sich die Integrationen über die 
ganze Fläche des halben Meridian- 
‚schnittes erstrecken. Infolgedessen entspricht jedem Flächen- 
‚elemente BB im Abstande + 2 von der Symmetrieachse ein 
kongruentes CC im Abstande — z, so daß bei der als Sum- 
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mierung aufzufassenden Integration über zdF sich je zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Glieder aufheben und damit das ganze 
zweite Integral in (3) verschwindet. Das erste Integral da- 
gegen ist identisch mit der Fläche F des halben Meridian- 
schnittes selbst, und damit vereinfacht sich der Ausdruck für 
das Volumen von Ringkörpern mit einer Symmetrie- 
achse im Abstande r, von der Rotationsachse in 


K=2rer, F A . 3 ° - A 5 (da). 


3. Beispiel. Das Volumen des durch 
Rotation einer Parabel y=2pxr um ihre 
Scheiteltangente entstehenden Rotationskörpers 
Fig. 82) ist nach Gl. 4) mitA=2y undr=x 


a Br 
V=4n|yede—4ny2p\e da 
0 N) 


ER at 
=zrj2p Das 


oder 


V=rraY IR = ar 6) Fig. 82. 


4. Beispiel. Das Volumen eines elliptischen Kreis- 
ringes mit den Halbachsen a und b des Meridianschnittes, von denen 
eine der Rotationsachse parallel ist, wird nach Gl. (5a) mit !=nrab 


Ne Dr EA 


7 


und daraus dasjenigene eines Kreisringes mit demKreisquer- 
Sschnitt’F=R6! 


a ee er N REN 
Damit bestimmt sich sofort das Volumen eines hohlen Kreis- 


ringes mit einem Innenradius a, und einem Außenradius a, des Ring- 
querschnittes zu 


Veoh) 
Ist in Fig. 80 ds das Bogenelement der Meridiankurve eines 
Rotationskörpers im Achsenabstand r, so überstreicht dasselbe 
bei der vollen Drehung um die Achse 00 einen Flächenstreifen 


d!=2nrds, woraus sich sofort für die ganze Oberfläche 
des Körpers selbst 


Q=2ni\rda... a ei) 


Lorenz, Einführung i. d. Elemente d. höh. Mathem. u. Mechanik. 8 
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ergibt. Hierin kann sich die Integration ‘über einen beliebigen 
Teil der Meridiankurve zwischen zwei Radien r; und r, er- 
strecken, dem dann auch nur ein Teil der ganzen Körperober- . 
fläche entspricht. 


Ist die Meridiankurve, wie in Fig. 81, symmetrisch zu einer 
Achse AA im Abstande r, von der Drehachse, so wird die ganze 
Oberfläche mit r=r,--z dieses Ringes 


Q=2nr \ds+2n\zds 


oder, da jedes positive zds durch ein negatives aufgehoben wird, 
analog (5a), mit dem ganzen Umfang s des halben Meridian- 
schnitts 


225 = (8a). 


5. Beispiel. An einem geraden Kreiskegel (Fig. 83) vom 
halben Öffnungswinkel « ist OP=s die Länge der Mantelgeraden von 
der Spitze aus bis zu einem beliebigen Punkte P? mit dem Achsen- 
abstand r, und daher wird mit 


r dr 


?  „ (4S—=-, 
sın «& sın « 


aus (8) de Kegeloberfläche 


2 
Fer. (rar: BL). 


Da hierin « den Komplementwinkel 
der Neigung von s gegen r bedeutet, so 
ist der Grundkreis des Kegels als Pro- 
jektion der Mantelfläche aufzufassen. 
Setzen wir die ganze Mantellänge OP,—=8,, 
so ist wegen r,—=S, Sina auch 


Fig. 88. en: na 


oder wenn wir den Öffnungswinkel des 
die Abwicklung bildenden Kreissektors mit 9 bezeichnen 


so daß mit (9a) 
o=?2nsina F 3 ns P 5 (9b) 


wird. 
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6. Beispiel. In einem Halbkreise mit dem Radius «a (Fig. 54), 
durch dessen Rotation um die Achse OO eine Kugel entsteht, ist mit 
dem Neigungswinkel p des Fahrstrahls gegen die 
"Drehachse 

r=asiny ds—=adp 
und daher mit (8) die ganze Kugeloberfläche. 
TU 
2—2ra:|sinpdp=4na: 2.10% 
0 
während z.B. die FlächeeinerKugelhaube 
mit dem halben Öffnungswinkel 


p 
2=2na’ \sinpdp—=2za’(l — cosy) (10a) 
N 


Fig. 84. 


wird. 
7. Beispiel. Die Oberfläche des im 4. Beispiel schon behan- 
delten Kreisringes folgt nach Gl. (8a) mit s—=2ra zu 


ren ae ee en I LLL). 


8*# 


Kapitel Ill. 
Elemente der Mechanik. 


$ 15. Geschwindigkeit und Beschleunigung bei geradliniger 
Bewegung. 


Beobachten wir die uns umgebenden Körper, so zeigt sich, 
daß einzelne von ihnen, z. B. die Gebäude, ihre gegenseitige Lage 
beibehalten, andere dagegen, wie Fuhrwerke, Tiere und wir 
selbst, ihre Lage gegenüber den ersteren sowie untereinander 
verändern. Diese ersteren Körper befinden sich dann nach 
unserer Ausdrucksweise im Zustande der Ruhe (gegenein- 
ander), die letzteren in demjenigen der Bewegung (gegenüber 
den ersteren sowie untereinander), wobei wir die in Klammern 
gesetzten genaueren Bezeichungen gewöhnlich unterdrücken. Zum 
Vergleich des offenbar sehr verschiedenartigen Ablaufes der be- 
obachteten Bewegungen bedienen wir uns des Begriffes der Zeit, 
die wir einer Uhr entnehmen und als eine stetig zunehmende 
Größe ansehen. Wenn wir somit jedem Orte eines bewegten 
Körpers eine in Sekunden ausgedrückte Zeit zuordnen, so haben 
wir nur die beobachtete Bewegung mit der Drehung des Uhr- 
zeigers in eine Beziehung gesetzt, ohne uns über das Wesen der 
letzteren Bewegung weitere Rechenschaft zu geben. 

Nunmehr fassen wir eine bestimmte einfache Bewegung, 
z. B. die einer Lokomotive auf gerader horizontaler Strecke, ins 
Auge und tragen eine Reihe ihrer aufeinander folgenden Ab- 
stände s von einem Ausgangspunkte etwa mit Hilfe einer Karte 
als Ordinaten in ein Koordinatensystem ein, dessen Abszissen 
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die zugehörigen Zeiten ? sein mögen. Verbinden wir die ver- 
schiedenen Endpunkte der Ordinaten miteinander, so erhalten 
wir eine sog. Wegkurve (Fig. 85) mit der Gleichung 


Sa 1 En a ey} 
welche die Abhängigkeit des vom bewegten Körper zurück- 
gelegten Weges s von der Zeit t angibt. Setzen wir für den Be- 
ginn der Wegmessung, d.h. für s=0 auch t=0, so geht die 
Wegkurve, wie aus Fig. 83 ersichtlich, durch den Koordinaten- 
anfang O0; die Abszissen 
und ÖOrdinaten ihrer rück- 
wärtigen Verlängerung ent- 
sprechen dann den bis zum 
Beginn unserer Messung 
verflossenen Zeiten und 
den darin zurückgelegten 
Strecken. 

Da nun nach unserem 
Sprachgebrauche ein Bewegungsvorgang sich um so rascher abh- 
spielt, je kürzer die beim Durchlaufen einer Strecke s—sı ver- 
flossene Zeit ?— t, ist, so stellt der Quotient 


ar b) 
Ber Wieser. te 12) 


ein Maß für die sog. Geschwindigkeit der Bewegung auf 
dieser Strecke dar. Vermindern wir mit der Zeit auch die 
durchlaufene Strecke, so nähern wir uns schließlich dem 
Grenzwerte 


——) R 

v = tim (4) , = NE  ERTRG 
der Geschwindigkeit im Endpunkte der Strecke sı 
zur Zeit 4, die somit als Ableitung von Gl. (1) mit der trigono- 
metrischen Tangente des Tangentenwinkels r der Wegkurve über- 
einstimmt. Auf der endlichen Strecke s— s; wird diese Ge- 
schwindigkeit im allgemeinen selbst veränderlich sein, und daher 
kann der Quotient (2) nur die Bedeutung eines Mittelwertes, 
d.h. einer mittleren Geschwindigkeit haben. 


Beide Ausdrücke (2) und (3) stimmen dann und nur dann 
überein, wenn die Geschwindigkeit an allen Punkten und zu 
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jeder Zeit denselben Wert besitzt. In diesem Falle der kon- 
stanten Geschwindigkeit sprechen wir von einer gleichför- 
migen Bewegung, der als Wegkurve eine Gerade (Fig. 86) 
entspricht. Demgegenüber bezeichnen wir eine Bewegung mit 
veränderlicher Geschwindigkeit als eine ungleichförmige, 
und zwar, je nachdem die Geschwindigkeit mit der Zeit zu- 
oder abnimmt, als eine beschleunigte oder verzögerte 


Fig. 86. 


Bewegung. Um über die Veränderung der Geschwindigkeit 
Aufschluß zu erhalten, leiten wir aus der Wegkurve Fig. 85 
durch Auftragen der Werte v=tgr als Ordinaten in ihrer Ab- 
hängigkeit von der Zeit die sog. Geschwindigkeitskurve 
(Fig. 87) ab, deren Gleichung durch 


ds 
ee db 5 A 2 u ataRe (4) 


gegeben ist. Bezeichnen wir ferner mit y den Tangentenwinkel 
dieser Kurve, so liefert 
’ 2 
 — 

das gesuchte Maß für die Änderung der Geschwindigkeit mit 
der Zeit in gleicher Weise, wie v=tgr für den Zuwachs des 
Weges mit der Zeit. Die Ableitung (5) der Geschwindigkeit 
nach der Zeit, welche mit dem zweiten Differentialquotienten 
des Weges nach der Zeit identisch ist, nennen wir alsdann 
die Beschleunigung im Punkte s bzw. zur Zeit. Ver- 
schwindet diese Beschleunigung an einer Stelle s, zur Zeit 
entsprechend einem Wendepunkte in der Wegkurve Fig. 85, so 
erreicht dort nach den Sätzen des $ 13 die Geschwindigkeit ein 
Maximum oder ein Minimum ®%, während das Verschwinden 
der Beschleunigung auf dem ganzen Wege bzw. zu allen Zeit- 
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punkten auf eine konstante Geschwindigkeit, also eine gleich- 
förmige Bewegung hindeutet. Die Geschwindigkeitskurve 
der durch Fig. 86 dargestellten gleichförmigen Be- 
wegung ist demnach eine Parallele zur t-Achse. 


1. Beispiel. In Fig. 85 ist durch die gebrochene Linie O4'’4'" 
B B'C die Wegkurve eines Eisenbahnzuges zwischen den beiden End- 
stationen O und C, dargestellt, der auf den Zwischenstationen A, und 
B, Aufenthalte besitzt, deren Dauer den Längen A’A'" und 5b’ B" ent- 
spricht, während die ganze Reisedauer durch die Länge OC' gegeben 
ist. Ein während dieser Reisedauer zwischen O und (, verkehrender, 
unterwegs nicht haltender Schnellzug verläßt die Ausgangsstation um die 
der Länge 00, entsprechende g 
Zeit später und überholt den C 
ersten Zug auf der ersten Station 
während dessen Aufenthaltes, 
so daß seine Wegkurve durch B 
die Gerade 0,0, mit der Reise- 
zeit O,C,' dargestellt ist. Trägt A 
man in derselben Weise nach 
dem Kursbuch weitere, auch in 
entgegengesetzter Richtung lau- 0 0, a. C 
fende Züge ein, so erhält man Fig. 88. 
einen sog. graphischen 
Fahrplan, wie er im Eisenbahnbetriebe zur Übersicht der Zug- 
kreuzungen vielfach benutzt wird. Derselbe gibt natürlich über die 
infolge des beschleunigten Anlaufes und des verzögerten Auslaufes der 
Züge ungleichförmige Bewegung, bzw. über die Geschwindigkeitsände- 
rungen während der Fahrt keine Auskunft, sondern liefert nur durch 
die Neigung der Wegkurvenstücke die mittlere Fahrgeschwindigkeit 
zwischen den Stationen. 


2. Beispiel. Die Zeit zum Durchlaufen einer Weglänge s mit 
der mittleren Geschwindigkeit v» ergibt sich durch Division beider zu 
t=s:v. Um daher in Fig. 89 von einem Punkte P, mit den Koordi- 
naten x,y, zu einem Punkte P, mit @,%, auf der andern Seite der 
Abszissenachse über P mit x derart zu gelangen, daß die Geschwindig- 
keit oberhalb derselben unverändert gleich c,, unterhalb dagegen c, 
ist, braucht man die Zeit 


el @— + Yı° aa) ty’ 


6; £ 
die somit nur noch von der durch x gegebenen Lage von P abhängt. 
Soll diese gesamte Bewegungsdauer ein Minimum sein, so folgt 
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2 SR — U — %E 


en — ==) 
Er aY@— a) + yı? Yo? +? 
oder auch unter Einführung der Bahnwinkel $, und 9, mit der Nor- 
malen in P | 


sin 4 sin #. sin 4 [0 
2 — 2,0der 
C, C, sın 9, C5 


Es ist dies nichts anderes als das Snelliussche Brechungs- 
gesetz eines Lichtstrahles an der Grenze zweier 808. 
Medien, in denen somit das 
Licht verschiedene Geschwindig- 
keiten besitzt. Daß es sich hier- 
bei nicht um ein Maximum von £ 
handeln kann, folgt ohne Bestim- 
mung des Vorzeichens der zweiten 
Ableitung von 7 nach & schon aus 
dem Umstande, daß t mit & selbst 
unbegrenzt wachsen muß, so daß 
also das Maximum ?== oserst für 
7 Fig. 89. BR x = 00 erreicht werden kann. 


3. Beispiel. Lassen wirin einem luftleeren Raume — z. B. einer 
ausgepumpten Glasröhre — beliebige Körper herabfallen, so beobachten 
wir, daß sie sämtlich in gleichen Zeiten dieselben 
Strecken s zurücklegen, welche ihrerseits den Quadraten 
der Fallzeiten proportional sind, so. zwar, daß mit einem 
konstanten Faktor a 

seat, 2.0.0 So 

Dies ist aber nach $5 Gl. (11) die Scheitelgleichung einer Parabel, 
die hiernach die Wegkurve bildet, welche wir 
der Fallbewegung gemäß in Fig. 90 mit nach 
unten gerichteten Ordinaten gezeichnet haben. 
Durch Differentiation erhalten wir weiter mit 
2a=g 


t 


vet ee, 


d.h. die Fallgeschwindigkeit im luft- 
leeren Raume wächst proportional 
der Zeit. Schließlich folgt daraus noch 

dv d’s 
Fig. 90. dt dt 


= teren, 


also eine konstante nach unten gerichtete Beschleuni- 
gung, die sich durch den Versuch zu g = 9,81 m/Sek? ergibt, wenn 
wir den Weg in Metern m, die Zeit in Sekunden und daher die Ge- 
schwindigkeit v in m/Sek ausdrücken, wonach die Beschleunigung 
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durch nochmalige Division mit der Zeit in m/Sek? erscheint. Die 
so ermittelte konstante Beschleunigung g, der alle Körper an der Erd- 
oberfläche unterworfen sind, wollen wir kurz die Erdbeschleuni- 
gung nennen. 


$16. Geschwindigkeit und Beschleunigung bei krummliniger 
Bewegung. 

Die im letzten Paragraphen betrachtete gradlinige Bewegung 
ist, wie die Beobachtung unserer Umgebung zeigt, ein nur selten 
vorkommender Spezialfall. Meistens beschreiben die einzelnen 
Punkte eines bewegten Körpers sehr verwickelte Kurven, die 
wir als ihre Bahnen bezeichnen wollen. Die analytische Geo-. 
metrie hat uns nun gelehrt, diese Bahnen durch Gleichungen 
zwischen ihren Koordinaten darzustellen, die im Falle eines be- 
wegten Punktes ebenso mit der Zeit veränderlich sind, wie der 
Abstand s von einer Anfangslage bei geradliniger Bewegung. 
Haben wir es also mit einer ebenen Bahn zu tun, so können 
wir die Abhängigkeit der Punktkoordinaten x, y von der Zeit £ 
durch zwei Gleichungen 

a U ER U 
ausdrücken, aus denen durch Elimination der Zeit £ die Bahn- 
gleichung resultiert. Durch die beiden Gleichungen (1) haben 
wir also die krummlinige Bewegung des betrachteten Punktes 
auf die beiden geradlinigen Bewegungen seiner Projektionen in 
der X- und Y-Richtung zurück- 
geführt, bzw.in zwei zu ein- “ 
ander senkrechte gerad- 
linige Bewegungen zer- 


legt, deren Vereinigung oder pas y 
Zusammensetzung die krumm- = 
linige Bewegung wieder ergeben h 
würde. 

Bezeichnen wir nun ein Ele- = x 
ment der Bahn (Fig. 91) selbst Fig. 91. 


mit ds, den Tangentenwinkel 

der Bahn an der ins Auge gefaßten Stelle gegen die X-Achse 

mit r, und die Differentiale der Koordinaten mit dx bzw. dy, 

so ist, wie schon in $ 8 an Hand der Fig. 53 gezeigt wurde, 
CO NA EN TU I ARE LQI 
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Dividieren wir diese unendlich kleinen Strecken auf den 
Koordinatenachsen mit dem Zeitelemente d?, so erhalten wir 
offenbar die Geschwindigkeiten der Projektionen des 
Punktes, nämlich 

dy St 

a (2a), 
während analog ds:dt die Bahngeschwindigkeit bedeutet. 
Schreiben für diese kürzer v, für die der Projektionen bzw. 
©. und v,, so haben wir auch mit Rücksicht auf (1) 
Ur = VCOST BD 3 
vy=tvsnrft) 3). 
Daraus folgt aber sofort durch Quadrieren und Addieren 

Ve up —=uU..,. 0.0 


d.h. die alsStrecke aufgetragene Bahngeschwindig- 
keit bildet mit den beiden Geschwindigkeiten der 
Projektionen ein rechtwinkliges Dreieck (Fig. 92), 
B dessen einer Winkel, nämlich zwischen v 
Te und v, mit dem Tangentenwinkel der Bahn 
u, gegen die X-Achse übereinstimmt. In diesem 
Dreieck bezeichnen wir nun die Projektions- 
p I 'a geschwindigkeiten als die beiden Ge- 
schwindigkeitskomponenten, die 
Bahngeschwindigkeit als ihre Resultante, 
die wir auch als Diagonale PC des aus den Komponenten PA 
und PB gebildeten Rechteckes auffassen können. Die Bewegung 
des Punktes in der Bahn vollzieht sich also genau so, als wenn 
wir ihm zwei zueinander senkrechte, voneinander unabhängige 
Geschwindigkeiten erteilt hätten, deren jede für sich mit der 
Zeit veränderlich oder konstant sein kann. Sind beide Ge- 
schwindigkeitskomponenten v, und v, konstant, so gilt dies nach 
(3a) nicht nur von der Resultante, sondern auch vom Neigungs- 
winkel der Bahn, der sich aus (3) durch Division zu 


Fig. 92. 


2 ya 
EL Verde 


berechnet, d.h. zwei zueinander senkrechte konstante 
Geschwindigkeitskomponenten haben eine gerad- 
linige gleichförmige Bewegung zur Folge. 


(3b) 
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Es fragt sich nun, ob wir einem Punkte auch zwei zu- 
einander um den Winkel 9 geneigte Geschwindigkeiten v’ und 
v” erteilen können. Ist dieser Winkel 9 =0, so sind diese Ge- 
schwindigkeiten gleich gerichtet, was darauf hinausläuft, daß 
wir etwa die Unterlage, auf der sich der Punkt mit der Ge- 
schwindigkeit v’ bewegt, in derselben Richtung mit der Ge- 
schwindigkeit v’ fortschreiten lassen. Alsdann addiert sich die 
Bewegung der Unterlage einfach zu der des Punktes auf ihr, 
d.h. zwei gleichgerichtete Geschwindigkeiten addieren 
sich algebraisch. Diesen Satz wenden wir nun sofort auf 
die Komponenten der gegeneinander ge- u, 
neigten Geschwindigkeiten v’ und v’ an, 
die wir in Fig. 93 mit w’vy', va’’vy" be- 
zeichnen und erhalten dadurch die Kompo- ”y 
nenten der Resultante, nämlich 

Y%%— dr + V, y=dy U", 
während die Resultante v selbst sich aus 
vv +YP = (ur +? + + ww) 
berechnet. Lösen wir die Klammern auf und beachten, daß 
nach (3a) 


Fig. 9. 


me Fir, wr Puy? u 
ist, so folgt 
ve = v2? 4 v2? + 2(v' vo’ + vyvy"). 
Sind weiter 7’ und r’ die Winkel von v und v” gegen die 
X-Achse, so ist 


’ [24 f „ 


U %y . ®y ; 
= 1087, ge 12; a a 7 — ein Er 


.oder 
Y%r dr’ + vv" = vv” (cost’ cost” + sinr’sinr”) 
—u92008(T4 > 7) 
und, da 7’ — r’—= 3 den Neigungswinkel zwischen v’ und v” be- 
‚deutet 
w—=vR--v"? + 2VV'c0o84 ... 0... (4). 

Die Resultante zweier zueinander geneigter Ge- 
schwindigkeiten ergibt sich also, wie in Fig. 93 an- 
gedeutetist, als Diagonale des aus den beiden Ge- 
schwindigkeiten gebildeten Parallelogramms, bzw. 
‚als Schlußlinie des Dreiecks der aneinander ge- 
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reihten Komponenten. Dieser Satz ist offenbar die Ver- 
allgemeinerung der Zusammensetzung zweier rechtwinkeliger Ge- 
schwindigkeiten und läßt sich ohne weiteres auf mehr als zwei 
Geschwindigkeiten ausdehnen, durch deren Aneinander- 
reihung sich ein Polygon ergibt, dessen Schlußlinie 
nach Größe und Richtung die resultierende Ge- 
schwindigkeit darstellt. 

Wir kehren nunmehr wieder zu der durch die Formeln (1) 
bzw. (3) gegebenen krummlinigen Bewegung eines Punktes in 
einer ebenen Kurve zurück und bilden durch weitere Ableitung 
von (3) die Beschleunigungen der Projektionen auf 
beide Achsen, die wir mit q, und q, bezeichnen wollen, so 


daß also 
dv. dia ; 
en dt PH; —=fi (®) 


d ® ES 5) 


EEE = we 


ist. Führen wir die Differentiation in der Formel @ a) durch, 


so folgt 
dv; ; dvy dv 


ve ae? ae 
oder nach Division mit v sowie Einführung von 9x und 4, 
nach (5) 


atya=gr 
wofür wir auch mit Rücksicht auf (3) schreiben dürfen 


1. 
77 = 42008 7 + qysinz Be, 


DE AV RSER 

Hierin bedeutet aber Te nichts anderes als die Be- 
schleunigung längs der Bahn, die sog. Bahnbeschleuni- 
gung, die mit der Bahngeschwindigkeit die Rich- 
tung der Bahntangente besitzt und durch Sum- 
mierung der Projektionen der beiden als Strecken 
von bestimmter Länge gegebenen sog. Achsen- 
beschleunigungen 9, und gq, auf diese Tangente er- 
halten wird (Fig. 94). 
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Um weiterhin zu entscheiden, ob nicht auch senkrecht zur 
Bahn eine Beschleunigung wirkt, differenzieren wir die Gl. (3b) 
beiderseitig und erhalten 

dT _YWndvy — Yydvz 
cos?r DI 


oder wegen v, = vcosr und nach Division mit dt 

dt vudvy vydv; 

an surdi . 2di' 
Daraus wird unter Ein- 
führung des Krümmungs- 
radius oe der Bahn $12Gl. 
(11b)durch ds = odr, sowie mit 

(3) und (5) 

vds 
PaRE 


— Qy COS T — 9x Sin r, 


d 
oder, da = v ist, auch 


2 


Et CI ri gaBIDAT osra RT); 


Die rechte Seite dieser Gleichung stellt aber die Differenz, 
bzw. die algebraische Summe der Projektionen der 
beiden Achsenbeschleunigungen auf die Normale 
zur Bahn dar (Fig. 94), welche somit eine sog. Normal- 
beschleunigung im Betrage v2:o ergibt. Quadrieren 
und addieren wir die beiden Formeln (6) und (7), so folgt un- 
abhängig von der (willkürlichen) Lage des Achsenkreuzes 

2 2\2 
(a) ar 2) =+W=P..:.. © 
wonach wir g als die resultierende Beschleunigung an- 
sprechen können, die sich, wie in Fig. 94 ersichtlich, sowohl aus 
den beiden Achsenbeschleunigungen, wie auch aus der Bahn- 
und Normalbeschleunigung nach derselben Regel zusammensetzt 
wie die Bahngeschwindigkeit aus ihren beiden Komponenten. 


Infolge des Auftretens der Normalbeschleunigung 
fällt die resultierende Beschleunigung nicht in die 
Bahntangente. Dies kann vielmehr nur dann eintreten, wenn 
mit o= oo die Bahn geradlinig ist oder an der ins Auge ge- 
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faßten Stelle einen Wendepunkt besitzt. Hiernach können 
wir die Normalbeschleunigung geradezu als die Ur- 
sache der Abweichung des bewegten Punktes von der 
geraden Bahn ansehen und müssen ferner schließen, 
daß sie nach der Seite dieser Abweichung, d.h. nach: 
dem Krümmungsmittelpunkt der Bahn gerichtet ist. 
Aus diesem Grunde wird sie häufig als Zentripetalbeschleu- 
nigung angesprochen, während die ihr entgegengesetzt gerichtete 
Zentrifugalbeschleunigung den Körper in die Bahntangente 
zurückzuführen strebt. 


1. Beispiel. Wie wir am Schlusse des letzten Paragraphen aus 
der Erfahrung ableiteten, unterliegt jeder Körper in der Nähe der Erd- 
oberfläche einer vertikal nach unten gerichteten konstanten Beschleu- 
nigung 9, wenn wir von dem störenden Einflusse der Luft absehen 
dürfen. Dies trifft auch noch für eine Wurfbewegung iin be- 
liebiger Richtung zu, die wir uns nach den obenstehenden Aus- 
führungen in eine horizontale und vertikale zerlegt denken können. 
Da in horizontaler Richtung somit keine Beschleunigung wirkt, so ist 
hierfür 9x2 = 0 zu setzen, während bei nach oben gerichteter Y-Achse 
die Vertikalbeschleunigung g, = — 9 wird. Damit lauten die beiden 


Formeln (5) 
dv dy 
dt De — 3 dt ee I . . . . . . . (9) 


und liefern durch Integration mit zwei Konstanten c, und c, 
vo, y—@- gt. SEE 

d.h.die Horizontalbewegung eines im luftleeren Raume 
geworfenen Körpers verläuft gleichförmig, die aufwärts 
gerichtete Vertikalbewegung dagegen gleichförmig ver- 
zögert. Die beiden Konstanten c, und c, bedeuten offenbar nichts 
anderes als die Anfangswerte der beiden Geschwindigkeitskomponenten 
für die Zeit?=0, in der die Bewegung im Koordinatenanfang, d.h. 
mitx=0, y==0 beginnen möge. Schreiben wir dann an Stelle von (9a) 

dx dy 

ne BE RERTR, 

d t C) d t (2 g e) 
so folgt durch abermalige Integration 


a yo 


woraus sich nach Elimination von # die Bahngleichung 


Be 
N 5? ee 
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ergibt. Setzen wir hierin y=(0, so erhalten wir aus 


20,0 


die beiden Wurzeln &, =0, % = 


‚ von denen die erste dem Aus- 


gangspunkt 0, die zweite dem Punkte A in Fig. 95 zugehört und die 
sog. Wurfweite darstellt. Die größte 
Höhe der Wurfbahn wird im Punkte S 


für 3 =, —N\, also nach (Ja) für die 


dt 
nT.-: C5 . . C, 
Zeit = ” erreicht; ihr entsprechen 


nach (10) die Koordinaten 0 X 
ERBE 
ee A ee Fig. 95 
eo . 95. 


wovon die Abszisse mit der halben Wurfweite übereinstimmt. Ver- 
schieben wir den Koordinatenanfang nach S, setzen also =, +5, 
y=% m so geht (10a) über in 
9 
ea ME re Li Ten E 

also in die Scheitelgleichung einer Parabel mit vertikaler Achse, 
weshalb man auch die Bahn kurz als Wurfparabel bezeichnet. Sie 
läßt sich praktisch am genauesten an einem Flüssigkeitsstrahl ver- 
wirklichen, weil hierbei der Einfluß der umgebenden Luft nur sehr 
gering ist. 

Die Bahngeschwindigkeitv an einer beliebigen Stelle folgt 
nunmehr aus (9a) zu 


Verty=or+ar—29lnt— gr) 


oder unter Einführung der Anfangsgeschwindigkeit ce durch e,’+ 0? = c? 
sowie mit (10) 


er AN  FE a} 


d. h. bei vorgelegter Anfangsgeschwindigkeit ist die 
Bahngeschwindigkeit in der Wurfparabel nur von der 
Höhe über dem Ausgangspunkt abhängig. Weiter folgt 
aus (11) durch Differentiation 


Bao: day & 
DEI er 


woraus nach Dividieren mit v sowie unter Einführung der Bahn- 
neigung r de Bahnbeschleunigung 
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d 3 
gu ginr ee 
‚hervorgeht, während die Normalbeschleunigung sich aus (7) zu 
‚2 
——=—geosr en... 


N 


berechnet. 


2. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt in einem Kreise vom 
Radiusr um den Anfang O, so ist mit dem von der Abszissen- 
achse aus gerechneten Drehwinkel des Fahrstrahls (Fig. 16) das Bogen- 
element ds=rdyp und daher die Bahngeschwindigkeit 

Bee 


ey 5 
te, va. A 


td E - BEN: ; 
worin 7 =? die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um O 
heißt. Ist im besonderen Falle die Bahngeschwindigkeit konstant, so 
trifft dies auch für die Winkelgeschwindigkeit © zu, und wir erhalten 
für die Projektion des Punktes auf die beiden Achsen 


2# 6080: = TCOR a 


2 
y—=rsing=rsinot a 


wenn wir die Zeit vom Momente des Passierens des Punktes A auf 
der Abszissenachse an rechnen, also 9—=wt setzen. Hieraus folgt 
sofort, daß die Wegkurven beider Achsenbewegungen Sinuslinien sind, 
bzw. daß die beiden Projektionen des im Kreise bewegten Punktes 
wie dieser selbst periodisch immer wieder dieselbe Lage mit derselben 
Geschwindigkeit passieren. Einen solchen Vorgang bezeichnen wir 
alsdann als eine Schwingungsbewegung oder kurzweg als 
Schwingung, die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden gleich- 
sinnigen Durchgängen durch dieselbe Lage als die Schwingungs- 
dauer, die hier offenbar mit der Dauer eines ganzen Umlaufes der 
Kreisbewegung 

a2R 


1, (12b) 


02) 


zusammenfällt.e. Daher kann man auch an Stelle von (12a) schreiben 


t 
== # CO3L 7 = 
£ (12.0). 
y=rsiana?2r71-— 
oO # 
Die Geschwindigkeitskomponenten der Kreisbewegung, 
welche mit den Geschwindigkeiten der Schwingungen in den Achsen- 


richtungen zusammenfallen, sind hiernach 
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dx 3 ? 
=; = rosinot=—vsinot| 
n (13) 
® IE !wcoswt = v cos ‚| 
er 10) wL — 0) 


also ebenfalls periodisch veränderlich. Schließlich erhalten wir für 
die Beschleunigungskomponenten mit Rücksicht auf (5) 


dvz 
Nase vUWCOBWE— — rw? Ccoswt — — w*X 
E . (13a), 
V, . . 
> ray — vosnvot=— ro’sinot= — “| 


d. h. wiederum eine periodische Veränderlichkeit, während die resul- 
tierende Beschleunigung bei konstantem v und wegen der 
Übereinstimmung des Krümmungsradius o mit r sich zu 
hu De me Fan 2 

I tW=—-r®=—T .:. (13h 
ergibt, mithin mit der Normalbeschleunigung zusammenfällt. Wegen 
der durch (5) gegebenen Bedeutung der Komponenten g. und g, dürfen 
wir mit Rücksicht auf (12a) an Stelle von (13a) auch schreiben 

2 2 

Etun=0, Ytoy=o ea 13 CH 
Man übersieht, daß die Gleichungen (12a) im Einklang mit Beispiel 4 
& 12 Lösungen dieser letzten Formeln darstellen, sowie daß so- 
wohl die resultierende Beschleunigung, wie auch ihre 
Komponenten dem Abstande vom Koordinatenanfang 
proportional und wegen des negativen Vorzeichens 
nach diesem Anfang hin gerichtet sind. 

3. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt unter dem Einfluß einer 
beliebigen Beschleunigung auf einer 
fest vorgeschriebenen 
Bahn, so kann er offenbar der 
normal zur Bahn gerichteten Be- 
schleunigungskomponente nicht fol- 
gen, die mithin wirkungslos wird. 
Liegt die Bahn (Fig. 96) insbesondere 
in einer Vertikalebene, so unter- 
liegt der Punkt P der nach unten 
gerichteten Erdbeschleunigung 9, 
von der indessen nur die Komponente gsinr in der Tangentenrich- 
tung zur Wirkung gelangt, so daß wir für die Bahnbeschleunigung 
erhalten 


Fig. 96. 


dv _ 
da 


Lorenz, Einführung i. d. Elemente d. höh. Mathem. u. Mechanik. I 


a RR Dal ven ER EEE 9 r 
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Multiplizieren wir diese Gleichung beiderseitig mit ds und beachten, 
daß ds=vdt und mit AP=y, dssinr —=dy ist, so folgt 


vdv— — gdssinr—=— gAy „ s» 1 222043) 
oder integriert 
v* 6 
DEE 


Passiert ferner der Punkt die Abszissenachse bei A, mit der Ge- 
schwindigkeit c, so wird mit y =0 
ec? 


ec 


oder 
Mr 2gy nr 

Das ist aber dieselbe (sleichung, die wir bereits oben unter (11) für 
die Geschwindigkeitsänderung längs der Wurfparabel unter dem Ein- 
flusse der Erdbeschleunigung erhielten, so daß allgemein die 
Bahngeschwindigkeit beivorgelegter Anfangsgeschwin- 
digkeit nur mit der Höhenlage über dem Ausgangs- 
punkt variiert, und zwar unabhängig von der Form der 
freien oder vorgeschriebenen Bahn. Durchfällt also ein 
Körper eine Höhe k= — y ohne Anfangsgeschwindigkeit, d.h. mit c=0, 
so kommt er unten stets mit der Geschwindigkeit v — Y2gh an, deren 
Richtung natürlich je nach der durchlaufenen Bahn sehr verschieden 
sein kann. 

4. Beispiel. Der Endpunkt P einer um O drehbaren Geraden 
(Fig. 97) beschreibt einen Kreisbogen, 
der als fest vorgeschriebene Bahn im 
Sinne des vorigen Beispiels anzusehen 
ist. Befindet sich in P ein kleiner 
Körper, der mit O0 durch einen dünnen 
Draht verbunden ist, so erhalten wir 
ein sog. Pendel, welches dann als 
ein mathematisches Pendel be- 
zeichnet wird, wenn die Erdbeschleuni- 
gung g nur auf den Endpunkt P wirkt. 
Ist 9 der Ausschlagswinkel des 
Pendels aus der Vertikalen OA,, so er- 
halten wir mit der Pendellänge OA, 
— 0P=! für die Bahngeschwindigkeit 


Fig. 97. An Idp 


Bu: 
und, da hier = g ist, aus (14) 
dp 0.5 
ee ee (15), 
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d?o 
dt? 
Ausschläge 9, deren Sinus nach $ 12 Gl. (5a) mit dem Bogen ver- 
tauscht werden darf, dürfen wir hierfür angenähert schreiben 


worin die sog. Winkelbeschleunigung bedeutet. Für kleine 


d? 
76-79 . . . . . . D E (15a), 


eine Gleichung, die uns schon mehrfach, zuletzt im obigen 2. Bei- 
spiele begegnet ist, wenn wir von der Verschiedenheit der Bezeich- 
nung der Veränderlichen und des konstanten Faktors rechts absehen. 
Die allgemeinste Lösung ist schon im 4. Beispiel des $ 12 gegeben 
worden; sie enthält zwei zunächst willkürliche Konstanten A und B 


und lautet, wenn wir dort [vgl. Gl. (10)] y=o, a = 5 setzen 


A a 
o—AcostV I +BeinsyI. tt 


Durch zweimalige Differentiation und Einsetzen in (15a) kann sich 
der Leser nochmals von der Richtigkeit dieses Ergebnisses überzeugen. 
Soll nun für ?=0, 9=0 sein, so folgt hieraus A=0(0, so daß sich 


(16) in e ir 
p= Beint/ meine] 8 a 


vereinfacht, worin B = 9, offenbar den größten Ausschlag bedeutet, 
der hiernach zu beiden Seiten der Vertikalen gleich ausfällt. Das 
Pendel vollzieht also eine Schwingungsbewegung analog der im 
2. Beispiel oben besprochenen Bewegung der Projektion eines gleich- 
förmig in einem Kreise laufenden Punktes. Es erreicht den Ausgangs- 
punkt mit gleichgerichteter Geschwindigkeit wieder nach der vierfachen 
Zeit zum einmaligen Durchlaufen des Bogens 9 =9,, der (in 16a) ein 


Bogen von = 
EI ai 
4-3 


entspricht. Daher ist die ganze Schwingungsdauer des Pendels 
für einen vollen Hin- und Hergang 


1 
W=2ayr. . ae le il) 


zwar abhängig von der Pendellänge, nicht aber von der 
Größe des Ausschlagswinkels 9, wenn dieser nur als klein 
angesehen werden darf. Hierauf beruht die Verwendung des Pendels 
zur direkten Zeitmessung bzw. zur Regulierung von Uhren. 


5. Beispiel. Lassen wir das in Fig. 97 dargestellte Pendel um 
die Vertikale OA, mit einer Winkelgeschwindigkeit » gleichförmig 
9% 


132 Kap. III. Elemente der Mechanik. 


rotieren, so stellt sich erfahrungsgemäß eine bestimmte Neigung g der 
Pendelgeraden OP derart ein, daß der kleine Körper P einen hori- 
zontalen Kreis beschreibt (Fig. 98), dessen Radius r—=I!singp ist. Die 
auf den Pendelkörper wirkende Erdbeschleunigung zerfällt in diesem 
Falle in zwei Komponenten, von denen die eine 
in die Richtung OP fallende durch die starre Ge- 
rade aufgehoben wird, während die Horizontal- 
komponente gtgy nach dem Kreismittelpunkte 
zu gerichtet ist und daher mit der Normal- 
beschleunigung ro»? der Kreisbewegung (vgl. 
Beispiel 2) übereinstimmt. Wir erhalten aber 
durch Gleichsetzen 
ro®—=1lsing@®’—=gtgp 
oder 
log mr 


w? 


Fig. 98. 


so daß also jeder Winkelgeschwindig- 
keitoein bestimmter Ausschlagswinkelo bzw. ein Ab- 
stand h des Kreismittelpunktes vom Aufhängepunkt OÖ 
entspricht. Infolgedessen kann man aus dieser Höhe A unmittel- 
bar die Größe der Winkelgeschwindigkeit 


MWIZE N A ee 2 a u (18 a) 


ermitteln, weshalb man ein derartiges Zentrifugalpendel wohl 
auch als Tachometer bezeichnet. Ist t, die Umlaufszeit der 
Rotation, so hat man auch »4W =2n oder 


- | 
udn ee 


Die Umlaufszeit eines Zentrifugalpendels stimmt 
demnach mit der Schwingungsdauer Gl. (17) des mathe- 
matischen Pendels überein, dessen Länge gleich dem 
AbstanddesRotationskreises vom Aufhängepunkte ist. 


$ 17. Die Zentralbewegung. 


Geht die Richtung der resultierenden Beschleunigungg während 
des ganzen Bewegungsvorgangs durch einen festen Punkt, das 
sog. Beschleunigungszentrum, so sprechen wir von einer 
Zentralbewegung. Verlegen wir der Einfachheit halber den 
Koordinatenanfang O0 in das Beschleunigungszentrum und be- 
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zeichnen den Fahrstrahl des bewegten Punktes (xy) mit r (Fig. 99), 
so sind die beiden Beschleunigungskomponenten 


& Y 
Multiplizieren wir diese Formeln mitdx unddy und addieren, 
so erhalten wir wegen @& + y2=r? oder zde-- ydy =rdr 


1 d 
dt gay I _ gar (12).Y 


Anderseits ist aber auch 


ee 
oder eingesetzt in (la) Ö 
Y%dva -vydvy—=gdr . (2a). 
Daraus folgt schließlich unter Einführung der Bahngeschwin- 
digkeit v durch 


Fig. 99. 


Vz dva—- vydvy = vdv 8) 
kürzer 
DANZIGER ER N ENA), 
oder 
dv _1d(%) 
q red ei: Pe Em RB (4a) 
und umgekehrt 
vr —ve—=2|gAr. EEE EEEPIRSTEN SE 
0 


Hierin ist die Integration nur ausführbar, wenn die 
Zentralbeschleunigung g als Funktion des Radius r 
vom Beschleunigungszentrum vorgelegt ist, womit 
sich dann die Bahngeschwindigkeit ebenfallsalsRadial- 
funktion ergibt. 

Multiplizieren wir aber die erste der beiden Ausgangs- 
formeln (1) mit y, die zweite mit «© und subtrahieren, so wird 
mit (2) 

WE — ey=0. er d, 
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wofür wir auch nach der Produktenregel der Differential- 
rechnung, d.h. mit 
dv; _ d(vay) dy _ divay) 


de: a 
dv, _d(vyx) da dla) 
dr rt an 


schreiben dürfen 
d 
gem —yu)=0. ee 
oder integriert mit einer Konstanten (. 
LU, u, Yvz = © . A ; . . . (5b). 
Die Bedeutung des links stehenden Ausdrucks erhellt am 
einfachsten, wenn wir unter Einführung des Fahrstrahlwinkels 
x=rco8sQg, Yy=reng . Wo 
setzen, woraus durch Differentiation nach der Zeit mit der Pro- 
duktenregel 


da dr | ) 
de, ep ren | 
dy ar dy v2 
95 =dy = Berge: = rCOS@p dt | 
und schließlich 
2%, — Yda = 1 (VyCOS P — %Siny) = nt SelGb) 


sich berechnet. Darin ist aber 

rdo =2af \. „none 
nichts anderes als der doppelte Flächeninhalt des in Fig. 99 
schraffierten Elementardreiecks von der Höhe r und der Basis 
rdgy, welches bis auf das als unendlich kleine von zweiter Ord- 
nung vernachlässigbare Produkt rdydr mit dem Dreiecks OPP' 
aus zwei um den Winkel dg gegeneinander geneigten, also be- 
nachbarten Fahrstrahlen und dem Bahnelemente ds überein- 
stimmt. Führen wir diese Dreieckfläche in (5b) ein, so er- 
halten wir 


dp dF 
Pa — GE 
Tr 2 Os re 
oder integriert mit der Konstanten F\, 


tm. ne 
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d.h. die bei der Zentralbewegung vom Fahrstrahl nach 
dem Beschleunigungszentrum überstrichene Fläche 
wächst proportional mit der Zeit oder mit anderen Worten: 
der Fahrstrahl überstreicht bei der Zentralbewegung 
in gleichen Zeiten gleiche Flächen. 

Durch Quadrieren und Addieren der beiden Formeln (6a) 
ergibt sich für die Bahngeschwindigkeit v wegen co®?9p-+sing=1 


EEE Te da\? 
ehe 


oder auch mit (7) 


[ll] 


worin sich die Ableitung dr:dp aus der in Polarkoordinaten 
r und @ vorgelegten Bahngleichung berechnet. Eliminiert man 
endlich aus (8) mit Hilfe der Bahngleichung den Winkel , so 
bleibt rechts nur eine Funktion des Radius r stehen, so daß 
nach Gl. (4a) auch die Zentralbeschleunigung nur eine Radial- 
funktion sein kann. 


1. Beispiel. Kepler verdankt man die Feststellung, daß 
die Planeten 1. in Ellipsen die in einem Brennpunkte 
befindliche Sonne umkreisen, wobei 2. der Fahrstrahl 
von der Sonne aus in gleichen Zeiten gleiche Flächen 
überstreicht. Daraus dürfen wir nach den vorstehenden Aus- 
führungen auf eine Zentralbewegung schließen und die Abhängigkeit 
der Zentralbeschleunigung vom Radius bestimmen. Schreiben wir die 
Gleichung der Bahnellipse mit dem Parameter p und der numerischen 
Exzentrizität &, vergl. 85 Gl. l) 


p 


200g Kid: erereaer, 9), 
so folgt daraus durch Ableitung 
p dr $ dr a 
ag nd; mn —E le 


oder 


j=gle-6-9] 


und eingesetzt in (8) 
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0 (- = 


p? ix pr 
Durch Differentiation dieses Ausdruckes nach r und Einführung in 
(4a) ergibt sich dann schon die gesuchte Zentralbeschleunigung 

02 
Ta 
also umgekehrtproportionaldem Quadrate desAbstandes 
vom Brennpunkt und wegen des negativen Vorzeichens nach 
dem Brennpunkt zu gerichtet, wiees Newton zuerst aus den 
Keplerschen Gesetzen abgeleitet hatte. 

Nun ist aber nach Gl. (7) die Konstante C die doppelte in der 
Zeiteinheit vom Fahrstrahl überstrichene Fläche, oder, wenn za,b, 
die ganze Fläche der Ellipse mit den Halbachsen a, und b, und 
t, die Umlaufszeit des Planeten bedeutet 


(9a) 


g— „2 


Ira 
Ü — 2n ab, (LT): 
L, 
Außerdem ist der Ellipsenparameter nach $S 5 Gl. (6) 
er 
pP — A, 
und daher geht (10) über in 
7 2 3 ; 
gen EN Er (108), 


während für einen anderen Planeten, der sich in einer Ellipse mit 
den Halbachsen a,b, und der Umlaufszeit %, bewegt, 


An? a,’ 


a ee 


wird. Da nun beide Planeten die Sonne als gemeinsames Beschleu- 
nigungszentrum umkreisen, so sind die linken Seiten von (10a) und 
(10b) einander gleich oder im ganzen Bereich der Sonne konstant, 
woraus 

A? -Ge® 

oh 
sich ergibt, d. h. die Quadrate der Umlaufszeiten zweier 
Planeten verhalten sich wie die Kuben der großen 
Achsen ihrer Bahnellipsen. Es ist dies das dritte von Kepler 
aus Beobachtungen direkt abgeleitete Gesetz, welches somit nur 
eine Folgerung der beiden ersten darstellt. Übrigens erkennt man 
aus der Gültigkeit der Gl. (9) auch. für die Parabel (® =1) und die 
Hyperbel (e? > 1), daß Bewegungen in solchen offenen Bahnen eben- 
falls auf die Beschleunigung (10) führen. Dies trifft wahrscheinlich 


(12) 
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auf die nicht wiederkehrenden Kometen zu, für welche natürlich 
das dritte Keplersche Gesetz seinen Sinn verliert 


2. Beispiel. Bewegt sich ein Punkt derart in einer Ellipse, 
daß sein Fahrstrahl vomEllipsenzentrum ausin gleichen 
Zeiten gleiche Flächen überstreicht, so benutzen wir 
zweckmäßig die Zentralgleichung der Ellipse 85 Gl. (7), für die wir 
mit den obigen Gleichungen (6) in Polarkoordinaten schreiben 


1 cos®?y , sin? 


En = n + 5 . . ® . . . ı (13), 


woraus durch Differentiation 


SR AL IT BL 
jr ds er b: cosyposıng 
folgt. Dies liefert in (8) 


L\ Ir 
u 5 E 4-% cos’ysin’p--r? 


ae G _ Die ysing— =| 
oder, indem wir in der Klammer 1:r* durch (13) eliminieren, 


2 2 7 
2 Or > 2a = (22 FR cos z—2_ 1 sin’ | 


ler eine SINE CR" 2) 
2 — (22 et 
ce E v? als a? | 


a?\r? j 
1 1 (?r?2 
nase 2 B- 3 
er —l (+ ) FCYE re ka LO, 
worin analog (11) mit der Umlaufszeit i 
2 
= T \ (11a) 


ist. Durch Differentiation von (13a) und Einsetzen in (4a) ergibt sich 

dann eine Zentralbeschleunigung 

2 C!r 

Ta: 

also dem Zentralabstand direkt proportional und nach 

dem Zentrum gerichtet, genau wie bei der in $ 16, Beispiel 2, 

betrachteten Kreisbewegung, die sich hieraus mit r = a — b als Sonder- 
fall ergibt. 

Schließlich erkennt man noch, daß für den Fall der Hyperbel in 
den vorstehenden Gleichungen nur b? durch — b? zu ersetzen ist, 
womit die Zentralbeschleunigung (14) vom Zentrum weggerichtet er- 
scheint. 


(14), 
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$ 18. Kraft und Masse. 


Verhindern wir einen Körper, der unter dem Einflusse einer 
Beschleunigung steht, daran, dieser ganz oder teilweise zu folgen, 
so übt er auch auf das Hindernis eine Wirkung aus, die wir 
als eine Kraft bezeichnen. Diese Wirkung tritt z. B. in der 
Formänderung des körperlichen Hindernisses hervor und erweist 
sich gleichgerichtet und proportional der unterdrückten Be- 
schleunigungskomponente. Außerdem aber wächst die Kraft auf 
das Doppelte, Dreifache usw. an, wenn wir statt des einen Kör- 
pers an der betreffenden Stelle zwei, drei usw. kongruente Körper 
gleichzeitig wirken lassen, so daß der Proportionalitätsfaktor m, 
mit dem wir die Beschleunigung q zu multiplizieren haben, um 
die Kraft 


V=mg is. 


zu erhalten, ein Maß für die Körpergröße bildet, das wir seine 
Masse nennen. Weiterhin zeigt sich, daß auch der Körper 
selbst seitens des erwähnten Hindernisses eine — wiederum etwa 
durch eine Formänderung meßbare — Kraftwirkung erfährt, 
welche der von ihm ausgeübten entgegengesetzt gleich ist. 
Dieser Satz läßt sich erfahrungsgemäß dahin verallgemeinern, 
daß je zwei Körper aufeinander entgegengesetzt 
gleiche Kräfte ausüben (Wirkung und Gegenwirkung 
oder Aktion und Reaktion). So übt der Faden auf einen an 
ihm im Kreise um ein Zentrum herumgeschwungenen Stein eine 
der Normalbeschleunigung proportionale Normal- oder Zentri- 
petalkraft aus, während der Faden selbst durch die ihr ent- 
gegengesetzt gleiche Zentrifugalkraft gespannt wird. Mit 
der Steigerung der Winkelgeschwindigkeit wachsen beide Kräfte, 
bis schließlich der Faden reißt. Damit aber hört die Kraft- 
wirkung in der Normalen und zugleich die Normalbeschleuni- 
gung plötzlich auf, so daß der losgelassene Stein der noch übrig- 
bleibenden Tangentialbeschleunigung folgen kann und daher in 
der Tangente zum Kreise fortfliegt. 


Wird insbesondere ein Körper von der Masse m an der Erd- 
oberfläche durch eine Unterlage gehindert, der Erdbeschleuni- 
gung g zu folgen, so nennen wir die Kraft 


G=mgi.. RER RR 
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mit der er auf seine Unterlage drückt, sein Gewicht und be- 
nutzen ganz allgemein solche Gewichte als Kräftemaß. Als 
Grundeinheit wählt man in der Technik neben dem Meter (m) 
und der Sekunde (Sek) für Längen und Zeiten das Gewicht des 
Kubikdezimeters (Liters) Wasser (bei 4°C) das sog. Kilogramm, 
während man in der Physik neben dem Zentimeter (cm) und 
der Sekunde als neue Einheit die in einem Kubikzentimeter 
Wasser enthaltene, von der etwas veränderlichen Beschleunigung 9 
unabhängige Masse von einem Gramm (g) zugrundelegt und 
die hieraus durch Multiplikation mit der Einheit der Beschleu- 
nigung (d. i. 1 cm/Sek?) erhaltene Krafteinheit als Dyne be- 
zeichnet. Ein Gramm-Gewicht ist hiernach mit g = 981 cm/Sek? 
gleich 981 Dynen. Aus dem Gewichtsunterschiede gleichgroßer 
Körper von verschiedenem Stoffe schließen wir weiter auf eine 
verschiedene Konzentration der Masse im Stoffe selbst, deren 
Quotienten mit dem Volumen V wir als die Dichte Ö des Stoffes 
bezeichnen. Anderseits benutzt man hierfür auch das als 
spezifisches Gewicht y benannte Gewicht der Volumeneinheit 
derart, daß 


0 ee A 2} 


ist. Befindet sich in jedem Volumenelement eines Körpers die- 
selbe Masse, so besitzt er eine gleichförmige Massenver- 
teilung, im anderen Falle, also wenn er z. B. aus verschiedenen 
Stoffen besteht, einer ungleichförmigen Massenvertei- 
lung. Körper der ersteren Art heißen wohl auch homogene, 
solche der zweiten inhomogene Körper. 


Da die Kraft ebenso wie die ihr proportionale Beschleuni- 
gung eine Größe und eine Richtung besitzt, so können wir sie, 
wie diese und die Geschwindigkeit durch eine Strecke dar- 
stellen. Gehen mehrere solcher Strecken 0, 03... von einem 
Punkte P aus (Fig. 100a), so bezeichnen wir diesen als den 
Angriffspunkt der entsprechenden Kräfte, die wir er- 
fahrungsgemäß, wie die zugehörigen Beschleuni- 
gungen nach der Parallelogramm- oder Polygon- 
regel zusammensetzen können. Auf diese Weise ergibt 
sich ein sog. Kräftepolygon (Fig. 100b), dessen vom An- 
griffspunkt ausgehende Schlußlinie 9 nach Größe und Richtung 
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die sog. Resultante aller Einzelkräfte darstellt, welche durch 
ihre Wirkung diese zu ersetzen vermag. 

Umgekehrt können wir hiernach auch jede Einzelkraft in 
der Ebene nach zwei, im Raume nach drei zueinander senk- 
rechten Richtungen zerlegen, bzw. auf die Achsen eines recht- 
winkligen Koordinatensystems projizieren, wodurch je zwei bzw. 
drei Komponenten entstehen, die wir den zugehörigen Ko- 
ordinatenachsen entsprechend mit den Buchstaben X, Ybzw. Z 


And, 
Q 


2 


p q, 


Fig. 100. Fig. 100b. 


bezeichnen. Sind «, ß, y die Neigungswinkel der Kraft Q gegen 
die drei Achsen, so wird diese durch die Be Wirkung 
der drei Komponenten 


X = 0c084- Y=0cod, Zen 
ersetzt, woraus durch Quadrieren und Addieren nach $ 6 Gl. (3) 
XxX2 1 y2 2. Ze g2 ae 


folgt. Beim Vorhandensein mehrerer Kräfte mit gemeinsamem 
Angriffspunkt haben wir nur die in jede der drei Richtungen 
fallenden Komponenten für sich zu summieren und erhalten so 
für die Resultante mit den Richtungswinkeln «a $y 


Q)cosa = Qı 080; - CO m —-...= IX 
Qcosß = Qıcosfı + Qacosßa +... = Y?. . (A). 
Q)cosy = Q,cosyı + cos pn —+...= SZ 


Ist mit @ = 0 keine Resultante vorhanden, d.h. schließt sich das 
Kräftepolygon von selbst, so üben die Kräfte insgesamt keine 
Wirkung mehr aus, oder heben sich auf. Dieser Zustand des 
sog. Gleichgewichts der Kräfte an einem Punkt wird somit 
durch die drei Bedingungen 


SX=0, DY=0r 27 SO 
gekennzeichnet, von denen im Falle, daß sämtliche Kräfte in 
der X Y-Ebene wirken, die letzte wegfällt. 
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Sind diese Bedingungsgleichungen dagegen nicht erfüllt, so 
steht die im Angrifispunkte der Kräfte konzentriert gedachte 
Masse m, die wir dann als einen materiellen Punkt be- 
zeichnen, unter der Wirkung der Resultanten Q, welche ihr nach 
Gl. (1) eine proportionale und gleichgerichtete Beschleunigung 
erteilt. Diese wiederum kann als die Resultante der Beschleuni- 
gungen der Einzelkräfte betrachtet und nach $ 16 durch Zusammen- 
fassung der gleichgerichteten Beschleunigungskomponenten be- 
rechnet werden, woraus die Unabhängigkeit der Wirkung 
der Einzelkräfte voneinander hervorgeht. Hört aus irgend- 
‘einem Grunde die Wirkung einer Einzelkraft auf, so folgt die 
Masse der Beschleunigung der Resultante aus allen übrigen 
Kräften, und bewegt sich, wenn die Wirkung aller Kräfte auf- 
hört oder diese sich im Gleichgewichte befinden, beschleuni- 
gungsfrei, d. h. nach den Sätzen des S 16 geradlinig und 
gleichförmig mit der im Momente des Aufhörens der Kraft- 
wirkung erreichten Geschwindigkeit weiter. Diese Eigenschaft 
der Masse, ihren Bewegungszustand nur unter der Ein- 
wirkung von Kräften zu ändern, ohne Kraftwirkung 
dagegen beizubehalten, nennen wir ihre Trägheit oder 
ihr Beharrungsvermögen. 

In dem oben besprochenen Falle des Gleichgewichts von 
Kräften spielt die Masse gar keine Rolle, da sie nur als Faktor 
der hierbei verschwundenen Beschleunigung auftritt. Betrachtet 
man daher eine Kraft ohne Rücksicht auf die ihrer Wirkung 
unterworfene Masse, so verliert der Angriffspunkt seine Bedeu- 
tung, so daß die durch ihre Größe und Richtung be- 
stimmte Kraft beliebig in ihrer Richtungsgeraden ver- 
schoben werden kann. So ändert sich der Gleichgewichts- 
zustand (und die Lage) eines Bildes an der Wand nicht, wenn 
man es unmittelbar an einen Nagel hängt oder erst vermittelst 
eines Fadens an einem vertikal, d. i. in der Kraftrichtung 
darüber befindlichen Nagel befestigt bzw. durch einen darunter 
eingeschlagenen unmittelbar oder durch einen dazwischen ge- 
schalteten Stab stützt. Der Faden wird in diesem Falle 
durch das Gewicht des Bildes und die gleichgroße Gegen- 
wirkung des Nagels gezogen, der Stab aber durch das Ge- 
wicht an einem Ende und die Gegenwirkung am andern ge- 
drückt. | 
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1. Beispiel. Durch die Entzündung der Pulverladung eines 
Geschützes wird nicht nur auf das Geschoß die beschleunigende Kraft Q, 
sondern auch auf das Geschütz selbst eine Gegenkraft — @, der sog. 
Rückstoß, ausgeübt. Bezeichnen wir die Masse des Geschosses mit m,, 
die des Geschützes mit m,, die entsprechenden Beschleunigungen mit 
g, und 9, So ist hiernach in jedem Augenblicke, so lange das Ge- 
schoß sich noch im Rohre befindet 

gem =—m 
oder 
m,d, + m, = 0 - 3 (B). 

Diesen Beschleunigungen entsprechen aber Geschwindigkeiten 

mit den Momentanwerten v, und »,, so zwar daß nach (5) 
Mm, = + m, . == 

oder nach Wegheben der auf das Endergebnis einflußlosen Zeit 

| m, dv, Emdy, =0-..20 2 Ben 
wird, woraus durch Integration bei anfänglichem Ruhezustande, d.h. 
mit den Anfangsgeschwindigkeiten vd, —= v, — 0 und den Endgeschwindig- 
keiten ce, und c, 

m, + mo, UV een 

folgt. Verläßt also das Geschoß das Rohr mit der Geschwindigkeit c, 
so hat auch das Geschütz durch die Gegenwirkung eine entgegen- 
gesetzt gerichtete Geschwindigkeit 


angenommen, vermöge deren es sich rückwärts bewegt. Diese Be- 

wegung sucht man in der Artillerie durch Erdsporen, welche das Ge- 

Q, schütz mit einer gewissen Boden- 

masse verbinden und damit die Ge- 

schützmasse scheinbar vergrößern, 
möglichst herabzumindern, 

2. Beispiel. Zweiin A und 

B mit dem Boden gelenkig ver- 

bundene Stäbe (Fig. 101), die im 

Punkte ebenfalls durch ein Gelenk 

zusammenlaufen, bilden ein ein- 

faches ebenes Stabsystem oder 

Fachwerk, welches praktisch als 

Fig. 101. Kran zum Tragen, bzw. Aufziehen 

von Lasten in C benutzt wird. Ist 

@ eine solche Last in kg, so kann man diese, wie in der Figur 

angedeutet, nach der Parallelogrammregel in zwei Stabkräfte Q, und 
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Q, zerlegen, von denen die erstere offenbar den Stab AC gegen das 
Bodengelenk A drückt, während die Kraft Q, am Stabe BC bzw. dem 
Bodengelenke B zieht. Bezeichnen wir die Winkel der gewichtslos 
gedachten Stäbe mit «, und «,, so erfordert das Gleichgewicht der 
Kräfte am Punkte (, daß ' 


Q), sina + Q, sin, —=@ (6) 
(), 08 &, + Q, COS a, — 0 ME Ze 7 
woraus 
an COS &, 
RT sin («, >= (5) ? 
@C08« @ cos« 3 
De ee a er (6a) 
sin (a, — «;) sin (&, — &) 


hervorgeht. Dieses Ergebnis hätten wir mit « — = auch un- 
mittelbar aus dem Kräfteparallelogramm ableiten können. 

Zerlegen wir anderseits die Stabkräfte Q, und Q, an den zuge- 
hörigen Bodengelenken in je eine horizontale und vertikale Kom- 
ponente, so folgt schon aus der zweiten Gl. (6) die entgegengesetzte 
Gleichheit der beiden ersteren, so daß man auch die Gelenke A und B 
durch einen Stab verbinden kann, der durch eine Kraft Q, = Qı, c08 a, 
—= — Q, C08«, zusammengedrückt wird. Alsdann braucht das ganze Stab- 
dreieck ABC nur bei B im Boden gegen die Zugkraft Q),sin«, ver- 
ankert zu werden, während die Druckkraft Q,sin«a, bei A durch den 
Gegendruck des Bodens aufgehoben wird. 

8. Beispiel. Die im vorigen Paragraph ermittelte Zentral- 
beschleunigung der Planeten gegen die Sonne können 
wir nunmehr als die Folge einer von der letzteren ausgeübten An- 
ziehungskraft ansehen, welche für jeden Planeten dessen Masse 
proportional ist. Anderseits üben aber auch die Planeten selbst, wie aus 
der Gültigkeit der Keplerschen Gesetze für die sie umkreisenden 
Monde hervorgeht, eine Anziehungskraft aus, die sich naturgemäß auch 
auf die Sonne erstreckt. Die Sonne erfährt dann nach dem Satze der 
Wirkung und Gegenwirkung von seiten des Planeten dieselbe An- 
ziehung wie diese von ihr. 

Ist r der Abstand des Planeten mit der in einem Punkte kon- 
zentriert gedachten Masse m, von der Sonne mit der Masse m,, so kann 
die Anziehungskraft der letzteren auf die Planeten mit einem kon- 
stanten Faktor k, in der Form 


De m, 
ee 

geschrieben werden, während der Planet die Sonne mit der Kraft 
kn 
— k— 
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zu sich heranzieht. Daraus folgt aber k,m,=—=k,m,, oder auch mit 
einer allgemein gültigen Konstanten f 
kh=f/m kh=fm, 
und daher wird die wechselseitige Anziehungskraft, die sog. Gravi- 
tation 
m, m = 
een . . . . . . . . CR 
d.h. zwei punktförmige Massen ziehen sich nach dem 
Newtonschen Gesetze mit einerihrem Produkte direkt 
und dem Quadrate ihres Abstandes indirekt propor- 
tionalen Kraft an. Der Faktor f der Gl. (7) heißt die Gravi- 
tationskonstante. Hiernach ist die Beschleunigung des Planeten 
gegen die Sonne 
Blei Br 
g9ı mn r? A . s . . A . (Ta) 


und die der Sonne gegen den Planeten 


gef a r 


so daß sich beide gegeneinander mit einer resultierenden Beschleu- 
nigung 


te. I 


bewegen. Infolge der Kleinheit der Planetenmasse m, gegen die 
Sonnenmasse m, (für die Erde 1:320000) ist allerdings die Beschleu- 
nigung der letztern gegenüber derjenigen der Planeten fast ver- 
schwindend. 


4, Beispiel. Die im vorigen Beispiel erwähnten Himmels- 
körper (Sonne, Planeten, Monde) sind nun in Wirklichkeit keine mate- 
riellen Punkte, sondern nahezu kugelförmige Massen, deren 
einzelne Bestandteile auf einen äußeren Massenpunkt Kräfte von 
der Form (7) ausüben, deren Zusammenfassung die Anziehungskraft 
der Kugel ergibt. Es handelt sich hierbei offenbar um die Sum- 
mierung einer unendlichen Anzahl von Elementarwirkungen, die wir 
durch eine Integration vollziehen werden, und zwar zunächst unter 
der Voraussetzung der gleichmäßigen Ausbreitung der anziehenden 
Masse m auf eine Kugelfläche vom Radius a (Fig. 102). 'Alsdann ver- 
hält sich das auf einem Flächenelement dF' befindliche Massen- 
element dm zur Gesamtmasse m, wie dF' zur Kugelfläche Ara?, so 


zwar, daß 
m 


Ana? 


dm dE m 
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und die von diesem in A befindlichen Massenelement auf einen 
Massenpunkt m’ in der Entfernung AP==o (Fig. 102) ausgeübte An- 
ziehungskraft 

m' dm mm -  dF 
Beer Ö 
ist. Bildet nun der Abstand o mit der Zentrale OP=r den Winkel p, 
mit dem Radius OA=a den Winkel 9, so ist die nach dem Kugel- 
zentrum gerichtete Kompo- 
nente dR=d@cospg. Nun 
denken wir uns das Flächen- 
element dF ringförmig, d.h. 
durch Rotation des Bogen- 
elements AA'’=ds um die 
‚Zentrale OP erzeugt. Hierbei 


beschreibt aber auch dessen Fig. 102. 

Projektion AA"—=dscos$=0odp auf eine Normale zu oe ein Ring- 

flächenelement von der Größe 2rno?sinpdp, so daß wir auch haben 
BI COBF A TPIANnDAD, . 2 une er (ADN 


Dies liefert für die zentrale Anziehungskomponente 


mm! sinpcospdgp mm' sing-d(sing) 
And = =— . > 9a), 
a ET, 2.0? cos # J 2a? cos # SA 
während die senkrecht dazu gerichtete Komponente dN infolge der 
Symmetrie um die Drehachse verschwindet. Nun ist aber anderseits 
in dem Dreieck OPA : 


BIN T BUIE pe) ee rer GLl), 
also 
RENTE I EN N EEE AR: YR 
womit (9a) übergeht in 
dR u PER sindd43—— /3 u (OBL ee 


Dieser Ausdruck ist zu integrieren, indem wir vom Punkte € auf 
der Zentralen nach dem Gegenpunkte (’ fortschreiten, wobei der 
"Winkel $ von O bis z wächst. Wir erhalten also 

TU 
mm’ 
en 
0 


12). 


d. h. die auf einer Kugelfläche gleichförmig ausge- 
breitete Masse wirkt auf einen äußeren Massenpunkt, 
als wenn sie im Kugelzentrum vereinigt wäre. 
Da man sich nun jede Vollkugel (wie eine Zwiebel) aus lauter un- 
endlich dünnen Kugelschalen zusammengesetzt denken kann, so 
Lorenz, Einführung i. d. Elemente d. höh. Mathem, u. Mechanik. 10 


146 Kap. II. Elemente der Mechanik. 


wirkteinesoleheKugelnach außen wie ihre im Zentrum 
vereinigte Gesamtmasse, wenn die Verteilung der Masse inner- 
halb der Kugel über jede konzentrische Schale eine gleichmäßig (homo- 
gene) oder mit andern Worten nur eine Funktion des Radius ist. 
Durch dieses Ergebnis wird gleichzeitig die frühere Behandlung zweier 
kugelförmiger Weltkörper als materielle Punkte gerechtfertigt. ; 


5. Beispiel. Die obige Herleitung der elementaren Anziehungs- 
kraft (9b) einer auf einer Kugelfläche homogen verteilten Masse gilt 
auch noch für einen im Innern der Kugel befindlichen Punkt P, 
d.h. für r<Za (Fig. 103). Dagegen ist bei der 
Integration dieser Formel zu beachten, daß nun- 
mehr für den Punkt © der Winkel OAP—=% 
ebenso verschwindet, wie für den Gegenpunkt (”, 
so daß also für die resultierende Anziehungs- 
kraft der Kugelschale m auf die Masse m’ in P° 

0) 

7) 

Fig. 103. R—=— 5a \ der, 

0 
d.h. die auf einer Kugelschale gleichmäßig ausge- 
breitete Masse übt auf einen im Innern. befindlichen 
Punkt keine Anziehung aus. Dies gilt natürlich sofort auch 
für eine Hohlkugel, sofern nur in dieser die Massenverteilung ledig- 
lich eine Radialfunktion ist. Da ferner das Experiment lehrt, daß 
eine elektrisch geladene Kugel auf eine im Innern befindliche. 
Elektrizitätsmenge keine Wirkung ausübt, so folgt umgekehrt,. daß. 
auch für die Anziehung (bzw. Abstoßung) der Elektrizitätsmengen das. 
Newtonsche Gesetz gilt. Ist die Kugel ganz von der Masse erfüllt, 
so erfährt hiernach ein im Innern befindlicher Punkt von der Hohl- 
kugel, deren Innenfläche durch ihn hindurchgeht, keine Wirkung. Es 
bleibt vielmehr nur die Anziehung der Kugel mit dem Radius r selbst 
übrig, deren Masse m'' sich zur Gesamtmasse m bei homogener Ver- 

teilung, wie die entsprechenden Volumina verhält, so zwar, daß 


y3 
ad 


u 


m mM 
ist. Mithin erfährt der Punkt P im Innern der Vollkugel eine ge- 
samte Anziehungskraft 


m! m 


Rz Rn: =: 


—/ 


Va ee 
mit einer Beschleunigung 


er Wan > ° . . . . (14a). 


se 
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Übertragen wir dieses Ergebnis auf die als homogen betrachtete 
Erde, deren Beschleunigung an der Oberfläche, d. h. für r=a,g war, 
so ist 


oder mit.(14a) 
DE a a ner (LA:D), 


d.h. die Anziehung einer homogenen Kugel wächst im 
Innern bis zur Oberfläche proportional dem Radius, 
während sie außerhalb natürlich im umgekehrten Verhältnis mit dem 
Quadrate des Abstandes vom Kugelzentrum abnimmt. Somit stellt 
die Anziehungskraft und die Beschleunigung an der 
Kugeloberfläche selbst einen Maximalwert dar. 


$ 19. Momente von Kräften, Kräftepaare und statische 
Momente. 

Greifen an einer ebenen mit Masse gleichförmig oder un- 
gleichförmig belegten Scheibe, deren Elemente gegeneinander 
nicht verschoben werden können, so daß das ganze Gebilde als 
starr zu betrachten ist, zwei Kräfte Q, und @ an (Fig. 104), 
so können wir die Rich- 
tungslinien beider zum 
Schnitt bringen und ihren 
Schnittpunkt P als An- 
sriffspunkt der Resul- 
tante ansehen. Sind «a 
und & die Neigungs- 
winkel der Kräfte gegen 
die X-Achse sowie I, 
und /, die Lote auf die 
Kraftrichtungen vom An- 
fang O aus, so erhalten 
wir durch Multiplikation der beiden Gleichungen der Richtungs- 
geraden Gl. (5) $ 2 


Fig. 104. 


(1) 


ycos0; — sind =l 
Y COS &9g — ZSIN O9 ——— lo 


mit Q, bzw. Q und Addition, also 


y (Qı c0saı + 926080) — x (Qısinaı+ Bsina)—= Qılı+Qe%b (1a). 
10: 
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Hierin sind also 
Q,ıc080ı = X, %C08u = Ay 
Qı sın 0 = Y%; Q sın (ag = Ya : 


(2) 


die Komponenten der beiden Kräfte und daher deren Summen 
gıcoanı T nen Fe (2) 
Qısin a; + Qsin u = Yı + = Y=Rsin« i 
die Komponenten der Resultante R mit dem Richtungswinkel «. 
Damit lautet die Gl. (1a) 
yX—zY=R(ycosa— xsino)= Qıh + %b . (1b), 


ht Wk _ ] 
R = 


oder 
(1e) 


und stellt die durch den Schnittpunkt P von Q, und Q, gehende 
Richtungsgerade der Resultante mit dem Lot ! vom Anfang 
aus dar. Denken wir uns nun die Scheibe um den festgehal- 
tenen Anfangspunkt O0 drehbar, so verschwindet die Wirkung 
der Kräfte Q, und Q,, wenn die Resultante mit 2 = 0 durch den 
Drehpunkt hindurchgeht, d. h. wenn 
Gh Fb=0 in 

Hierin bedeuten aber die Produkte aus den Kräften mit ihren 
als Hebelarme bezeichneten Loten vom Drehpunkt, aus die 
sog. Momente der Kräfte, die halben Flächen der Drei- 
ecke OPQ, und OP@,, die somit im Falle der Wirkungslosig- 
keit der Kräfte einander entgegengesetzt gleich sind, d. h. nach 
82 Gl. (9) beim Fortschreiten in der Kraftrichtung in entgegen- 
gesetztem Drehungssinne umfahren werden. Sind mehr als zwei 
sich nicht in einem Punkte schneidende Kräfte vorhanden, so 
brauchen wir nur erst zwei zu einer Resultante zusammenzuziehen, 
dann diese mit der dritten Kraft zum Schnitte zu bringen und 
die neue Resultante zu bilden usw. Analytisch erhalten wir 
dann ebensoviel Gleichungen (1) der Richtungsgeraden, wie Einzel- 
kräfte, ohne daß sich an dem obigen Rechnungsgange etwas 
ändert. Wir erhalten daher als allgemeines Ergebnis für die 
Resultante R beliebig vieler Kräfte | 


Rl= Qılı a Qalz = Qsl; ee. (4), 
also den Ersatz der Wirkung beliebig vieler Einzel- 
kräfte aneinem um einen festen Punkt drehbaren 


ycosa — xsine = 
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ebenen System durch das Moment der Resultanten. 
Insbesondere geht darin der wohl auch als das Hebelgesetz 
bekannte Satz hervor, daß man in bezug auf den Dreh- 
punkt jede Kraft durch eine andere von verschie- 
dener Größe und Lage ersetzen kann, wenn nur ihre 
Momente in bezug auf den Drehpunkt überein- 
stimmen. Befindetsich das System unter der Wir- 
kung beliebiger Kräfte im Gleichgewichte, so ver- 
schwindet nicht nur das Moment(4) der Resultante, 
sondern es wird auch diese selbst durch die Gegen- 
wirkung am Drehpunkte aufgehoben. 


Für parallele Kräfte versagt scheinbar die graphische 
Zusammenfassung zu einer Resultanten, da die Schnittpunkte 
ins Unendliche fallen. Fügt man jedoch z. B. im Falle zweier 
Parallelkräfte Q, und ® (Fig. 105) auf der Geraden PP, zwei 
entgegengesetzt gleiche Kräfte + N hinzu, so schneiden sich 
die Resultanten R, und Ro, im Punkte P, durch den auch die 
Resultante @; — @ der Parallel- 
kräfte hindurchgeht. Aus der Ähn- | L. 

l 


lichkeit der in Fig. 105 gleichartig 
schraffierten Dreiecke folgt dann 5 pie 
Ta AR. AP 


QA_Ce ®&_e Di, 
NimaslaNiaih N 
oder 
Qa=Ml . . DB). 


Bezeichnen wir weiter die Lote R, 
von irgendeinem Punkte O auf die 
Kräfte Q, und Q@ und die Resul- 
tante R=Q, 4 % mit 4% und /, so ist mit einem Neigungs- 
‚winkel £ der Linie P,P, gegen diese Lote 


Fig. 105. 


acsß=l—|ı, bcsf=h—|, 
womit (5) unter Wegfall von cos # übergeht in 


al )=hle —) 


Ah tebe= A ta)i=Rl. . . (da). 
Dies Ergebnis ist aber identisch mit Gl. (1c), so daß sich die 


oder 
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analytische Methode ohne weiteres auf Parallelkräfte 
anwendbar erweist. Sind die beiden Kräfte einander ent- 
gegengesetzt gleich, also Q&ı = — %, so führt auch die Kon- 
struktion Fig. 102 nicht zu einem Schnittpunkte P, In diesem 
Falle eines Kräftepaares heben sich nach (2a) die Kompo- 
nenten der Einzelkräfte gegenseitig auf, und damit verschwindet 
die Resultante R, während ihr Hebelarm ! nach (1c) bzw. (5a) 
unendlich groß wird. 


Das Moment dieses Kräftepaares (Fig. 106) 
M = Ri —— Qılı + Qalo —— Os (lo az h) = Joh . (5b) 


bleibt dagegen endlich und unabhängig von der Richtung der 
a, Einzelkräfte mit dem hierbei als Hebelarm 
* des Kräftepaares bezeichneten Abstand A. 


ey EB je Ein solches Kräftepaar mit dem Momente R/ 
Re entsteht auch, wenn wir im Falle der Fig. 104 
am Punkte O zwei entgegengesetzt gleiche 

Kräfte + R parallel der Resultanten an- 

Q, bringen, von denen die Kraft +R vom 

Fig. 106. festen Drehpunkte O0 aufgenommen wird, 


während — R mit der in P angreifenden 
Resultanten ein Kräftepaar bilde. Durch Parallelverschie- 
bung einer Kraft wird daher ein Kräftepaar geweckt, 
dessen Moment das Produkt dieser Kraft mit dem Ab- 
stand der Parallelen ist. Somit reduziert sich die Wir- 
kung beliebig vieler Kräfte schließlich auf eine Re- 
sultante im Koordinatenanfang und ein Kräftepaar, 
dessen Moment mit dem der Resultante in ihrer ursprünglichen 
Lage in bezug auf den Anfang übereinstimmt. Sind von vorn- 
herein mehrere Kräftepaare + @ı, + @... mit beliebigen Kraft- 
richtungen «0... vorhanden, so kann man die positiven und 
negativen Kräfte nach dem eingangs erläuterten Verfahren 
graphisch oder rechnerisch zu je einer Resultante + R zusammen- 
fassen, die wiederum ein Kräftepaar bilden, dessen Moment die 
Summe der Momente der Einzelpaare ist. 


Wir kehren nun noch einmal zu dem Falle zweier be- 
liebiger Parallelkräfte Q, und Q, zurück, deren gemeinsamer 
Neigungswinkel gegen die X-Achse « sein möge, während ihre An- 
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griffspunkte an der Scheibe (Fig. 107) die Koordinaten x, Yı 
bzw. &0y, besitzen. Dann sind nach (1) die Lote vom Anfang 
auf die Kräfte 

yı c0o8«a — &ısno=|] 

Ya COS a — Sin a = Ih, 
und daraus folgt nach Multi- 
plikation mit @ı bzw. 0, und 
Addition das Moment der 
Resultante R 


(Qıyı + Qa yo) cos a — (Qı %ı 
+ %R)sina—= Qıl-t Qalz (6). a 
Anderseits liefert aber auch (Le) mit R= Qı + % 


(Qı + 9) yeosa—asino)= Qıh + Mk . (6a) 
die Gleichung der Resultante selbst. Ziehen wir diesen Aus- 
druck von (6) ab, so bleibt 


9191 + Qaya — (Qı + Qa)yl cos a 
= [Q181 + 99% — (Qı + Q)elsina. . . (6b) 


eine Gleichung, die offenbar für alle möglichen Richtungen « 
aller noch unveränderten Einzelkräfte erfüllt ist, wenn die beiden 
Klammern für sich verschwinden, d. h. wenn die SERLRNS stets 
durch den Punkt 


ur Qı8ı + Yo Er Qıyı + Ye 
WET Se 


hindurchgeht, den wir den Mittelpunkt der Parallelkräfte 
nennen wollen. In diesem Punkte schneiden sich nämlich alle 
Resultanten für die verschiedenen Richtungen «. Dehnen wir 
diese Überlegung auf beliebig viele Kräfte mit ebensoviel An- 
grifispunkten aus, so tritt an Stelle von (7) 


20% =Qy 
Befinden sich nun in den einzelnen Punkten x,%, &aYa ... die 
Massen mı, mg ..., so können wir sie als Angriffispunkte der 


parallelen Gewichte Q, = mı9, % = mag usw. ansehen und er- 
halten auf diese Weise unter Wegheben des gemeinsamen Fak- 
tors g im Zähler und Nenner von (7a) für den Mittelpunkt der 
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Schwerkraft oder kurz den Schwerpunkt des Systems die 
Koordinaten 


y SS 
Imx Nmy 
Lo = Nm’ 96 = "Nm (7b). 


Diesen Schwerpunkt hat man sonach als den von der 
Lage unabhängigen Angriffspunkt des Gesamtgewichts 
des Systems zu betrachten. Die in Gl. (7b) auftretenden 
Produkte mx bzw. my bezeichnet man auch als Massenmomente 
oder, statische Momente der Einzelmassen in bezug auf die 
Y- und X-Achse, während &,2m und y,Xm die entsprechenden 
statischen Momente des ganzen Systems bedeuten. Verlegen wir 
dann den Koordinatenanfang in den Schwerpunkt selbst, setzen 
also 9 = 0, % = 0, so wird auch 
mt =0,.2my =0: 02 en 

d.h.in bezug auf durch den Schwerpunkt gehende sog. 
Schwerpunktsachsen verschwinden die statischen Mo- 
mente feines Massensystems und mit ihnen das Moment 
der Schwerkraft. Zur Bestimmung des Schwerpunktes eines be- 
liebig gestalteten ebenen Systems braucht man demnach dieses: 
nur an zwei verschiedenen Punkten aufzuhängen und in beiden 
Lagen Vertikale durch die Aufhängepunkte zu ziehen, die sich 
im gesuchten Schwerpunkte schneiden werden. 

Im Falle einer kontinuierlichen (stetigen) Massen- 
verteilung kommt jedem Punkte, nur !ein Massenelement dm. 
zu, und dementsprechend ist in den Formeln (7b) das Summen- 
zeichen durch das Integral zu ersetzen, so zwar, daß unter m 
jetzt die Gesamtmasse verstanden, die Schwerpunktskoordinaten 
&%,Y, Sich aus | 

RN E \zdm, Yım — [ydm en WE 
berechnen. Wir können uns nun auch die Masse längs einer 
Linie oder auf einer Fläche gleichmäßig ausgebreitet denken 
und erhalten dann mit der Masse A auf der Längeneinheit der 
Linie s für das Massenelement dm = ds und daher an Stelle von (8) 


Los — |Aads = A\ ads; US Vayds —ER \yds 
oder nach Wegfall des konstanten Faktors % für die statischen 
Momente der Linie s 
%o5 ads, Ys = \yds EEE 
In derselben Weise folgt auch mit einer Massenbelegung u auf 
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die Flächeneinheit dm = udF und daraus die statischen Mo- 
mente einer Fläche F 

“rF={|xdF, „F=|ydaF .. . (8b) 
und durch Ausdehnung derselben Überlegungen auf einen Körper 
vom Volumen V in bezug auf die drei Ebenen eines 
räumlichen Koordinatensystems 


ar =|xaV, „r=\yary, nV=|z2dV . (8e). 


1. Beispiel. Ein auf zwei Stützen A und Zfim Abstande / 
ruhender Balken (Fig. 108) werde in der Entfernung a von der 
Stütze A durch ein Gewicht @ belastet, G 


das wir uns etwa als eine Walze denken Q, dz 
können, während wir das Eigengewicht % l-a 

des Balkens zunächst vernachlässigen A B 
wollen. Alsdann befindet sich das MI ——— 
System im Gleichgewichte, indem der Fig. 108. 


Kraft @ an den Stützen [zwei sog. 
Stützendrücke @, und Q, entgegenwirken, so zwar, daß 


Q, - Q,=6 
ist. Denken wir uns jetzt den Stab bei A drehbar, während die 
Stütze B entfernt und durch die Kraft Q, ersetzt wird, so müssen die 
Momente der Kräfte @ und Q, in bezug auf A einander aufheben, also 

9,1 kin 
sein. Daraus ergeben sich dann im Verein mit der ersten Formel 
die beiden Stützdrucke zu! 

l—a 


a=6 5, = 


Besitzt der Balken noch ein Eigengewicht @,, 
welches sich auf die ganze Länge (konstanter 
Querschnitt und homogenes Material voraus- 
gesetzt) gleichmäßig verteilt, so kommt hier- 


a 


I 


von auf jede Stütze noch n G,„ um welchen 


Betrag sich die Stützendrücke (9) vergrößern, 

2. Beispiel. Auf einer unter dem 
Winkel «a gegen den Horizont an die Wand 
gelehnten Leiter (Fig. 109) von der Länge 
AB=I, deren Eigengewicht zunächst ver- 
nachlässigt werde, befindet sich ein Mann 
vom Gewichte @ im Abstande a von A. Denken wir uns die Leiter 
drehbar um den Punkt A, so wird die Wand bei B durch einen hori- 


Fig. 109. 
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zontalen Stützendruck @ ersetzt werden können, während dem Ge- 
wicht @ ein vertikaler Stützendruck von gleicher Größe in A entgegen- 
wirkt. Der Stützendruck @ muß indessen, damit das System in hori- 
zontaler Richtung im Gleichgewichte verharrt, noch in A durch eine 
gleich große Gegenkraft aufgehoben werden, welche mit @ zusammen 


dort eine Resultante RG? Q? ergibt. Zur Berechnung von Q 
bedienen wir uns des Satzes der Gleichheit der Momente von Q und 
@ in bezug auf den Drehpunkt A 


Qlsin«e=Gacosa, 
woraus 


0-6 Zeotge . ein 


und für die Resultante in A 
eh 
R=Gyitgogte. » 30a) 


hervorgeht. Man übersieht leicht, daß diese Resultante nicht in die 
Richtung AB fällt, und daß die Komponente Q in A durch einen 
Vorsprung im Boden oder ein Gelenk aufgenommen werden muß, da- 
mit die Leiter nicht abgleitet. Die Hinzunahme des Eigengewichtes 
@, der Leiter, welche wir uns bei gleicher Verteilung über die ganze 
Länge in deren Mitte angreifend denken können, möge dem Leser 
überlassen bleiben. 

ö. Beispiel, Ein an den Punkten A, und B aufgehängtes 
Seil (Fig. 110) werde durch die Gewichte ©, Q,Q, in den so% 
Knotenpunkten (,(,(, be- 
lastet; dann befindet sich jedes 
dieser Gewichte mit den beiden 
am gleichen Knotenpunkt an- 
greifenden Seilspannungen $ 
im Gleichgewicht. Diese drei 
Kräfte bilden mithin für jeden 
Knotenpunkt ein Dreieck, an 
das infolge der Zugehörigkeit 
einer Seilspannung zuzweiKno- 
tenpunkten das nächste usw. an- 
geschlossen werden kann. Auf 
diese Weise ergibt sich das 
Kräftepolygon mit dem Pol O 
(Fig. 110a), in dem die mit Öbe- 
zeichneten Strecken den gleich- 
bezeichneten im sog. Seilpolygon (Fig. 110) parallel gezogen sind. 
Aus dem Kräftepolygon, in dem die Lasten 9, Q,Q;, sich einfach 


a 1# 7 
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aneinanderreihen, erhellt weiter, daß alle Seilspannungen 5 dieselbe 
punktierte Horizontalprojektion H besitzen, deren Fußpunkt in Fig. 110a 
die Linie Q&, + Q,+ 9, in die beiden Teile V, und V,, die Vertikal- 
projektionen der letzten Seil- oder Schlußspannungen &, und S, 
in A und B zerlegt. Da diese beiden Spannungen ersichtlich den 
Lasten Q das Gleichgewicht halten, so wird die Vertikale durch ihren 
Schnittpunkt D die Richtungslinie der Resultanten R=Q, +0; + 9; 
—=V,-+ V, festlegen. 


4. Beispiel. Die Konstanz der Horizontalspannung H eines 
Seiles bleibt; offenbar auch noch erhalten, wenn die gesamte} ver- 
tikale Seilbelastung Q stetig über den ganzen‘ Horizontalabstand 
der Aufhängepunkte A und DB, die jsog. Spannweite {(Fig. 111) 
verteilt ist, wobei die Vertikale im Kräftepolygon (Fig. 11la) nur 
es % 


I» 
‚in 


x 
Fig. 111. Fig. 111a. 


unendlich viele Elemente zerfällt. Ist z in diesem Falle der Neigungs- 
winkel des Seiles gegen den Horizont an irgendeiner Stelle mit der 
Abszisse © und der Ordinate y, so folgt die dort herrschende Seil- 
spannnung S sofort aus dem Kräftepolygon als Parallele zur Seil- 
tangente durch den Pol O, so zwar, daß mit der Vertikalkomponente 
V von 8 

vv _dy 

Hin da oe oo .o 
ist, wenn wir in Fig. 111 den Koordinatenanfang O vertikal unter A ver- 
legen. Setzen wir nunmehr eine gleichförmige Belastung über 
die ganze Spannweite / voraus, so trifft auf die Längeneinheit 


tgr= a1) 


die Last 5 ‚ mithin auf den Abstand x« die Last ® x, so daß also 


l Ru 
der Zuwachs der Vertikalspannung beim Fortschreiten um dx 


day = e dx 
und daraus durch Integration 


v-%o+V, BE 
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wird. Die Konstante V, stellt hierin für e=0 die Vertikalspannung 
V im Endpunkte A dar. Setzen wir diesen Ausdruck in (11) ein, 
so wird 


dy ME: % 
u — 7 77 een . D D . . . oe ) 
ia HR Eu 
oder integriert mit einer Konstanten , 
00? V 3 
a ee tn. 


worin y=%Y, für 2@—=0 wird, so daß y, die Ordinate des Punktes A 
bedeutet. Unser Ergebnis stellt daher die Gleichung einer Parabel 
dar, in der somit das über die ganze Spannweite gleichförmig be- 
lastete Seil herabhängt. Liegen A und B auf gleicher Höhe, so liegt 
die Parabel symmetrisch zur mittleren Normalen von AB, und die 
beiden Vertikalspannungen an den Endpunkten werden einander 
gleich, nämlich 


Ze. 


während die Spannung im tiefsten Punkte, dem Parabelscheitel stets 
mit der Horizontalspannung H übereinstimmt. 


Die vorstehende Entwicklung gilt auch noch angenähert für/flach 
durchhängende Seile, welche nur durch ihr über die Bogenlänge gleich- 
förmig verteiltes Gewicht belastet sind, wie z. B. Telegraphendrähte, 
weil in diesem Falle die Bogenlänge sich nur wenig von der Abszisse 
unterscheidet (vergl. $ 12, Beispiel 10). 


3. Beispiel. Besitzt ein geometrisches Gebilde eine Symmetrie- _ 
achse, so wird in bezug auf diese das statische Moment verschwinden, 
da in den Ausdrücken 


" feds, \xdr, EZAZ 


jedem Elemente ds, dF, dV mit positivem Abstand von der Symmetrie- 
achse ein kongruentes mit negativem Abstand entspricht, so daß sich 
bei der Summierung bzw. Integration zwei Elemente + @ds, + xdF, 
+ xdY aufheben. Daraus geht dann hervor, daß der Schwer- 
punkt selbst auf der Symmetrieachse liegt, bzw. daß 
diese eine Schwerachse bildet. Die Schwerpunktsbestimmung 
reduziert sich in solchen Fällen einfach auf die Ermittlung seiner Lage 
auf der Symmetrieachse. So liegt der Schwerpunkt einer geraden 
Strecke in ihrer Mitte, der eines Rechteckes und einer Ellipse 
mit zwei Symmetrieachsen in deren als Mittelpunkt) bezeichneten 
Schnitte usf. 


u, 
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Für ein gleichschenkliges Dreieck (Fig. 112) mit der 
Basis a und der Höhe h erhält man in bezug auf eine Parallele durch 


die Spitze zur Basis df—xdy und wegen z’a—y:h und FR ah 


Ha —- 


h 
ah 
YF=%y =-=\ydr 
0 


oder 
N (14 
Are Se ) Fig. 1128. 


Dies gilt auch noch für das schiefe Dreieck (Fig. 112a), in 
dem der Schwerpunkt auf der punktierten Halbierungslinie liegen 
muß, da jedem Elemente des schraffierten Flächenstreifens ein gleich- 
großes auf der andern Seite der Halbierungslinie entspricht. 

Für einen Kreisbogen (Fig. 113) von der halben Öffnung 9, ist die 
ganze Bogenlänge s—=2r9, und ds—rdy, also 


+0 r%o 
32 yrm—=\yds—r“\ cospdp=2r?’siny, 
d @o —%o 
oder E 
a er 
Po 


d. h. der Schwerpunktabstand eines Kreisbogens vom Mittelpunkte 
verhält sich zum Radius wie die Sehne AB zum Bogen. 


Fig. 115. Fig. 114. 


Multiplizieren wir dann den ermittelten Schwerpunktabstand 
des Kreisbogens mit dem schraffierten Flächenelement df =2g,rdr 
des Sektors vom Radiusa (Fig. 114), so ergibt sich als dessen sta- 
tisches Moment 


a t a 9 
Yıa?y, 0 2ry,dr=2sing, \ dr 3 a: sin yy 
e Fo / 
oder 2 sing, 
——g (16). 
Yı 3 a Pa NE) 
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Für 9, =, wird aus (15) für den Halbkreisbogen 
2r 
Ulmer (15a) 
und nach (16) die Halbkreisfläche 
4a 
Yı Te 008 ee (16a). 


$ 20. Die Bewegung starrer Körper. 


Da die einzelnen Teile eines festen Körpers unter dem Ein- 
Auß äußerer Kräfte nicht ohne weiteres voneinander zu trennen 
sind, so müssen wir schließen, daß sie durch sog. innere 
Kräfte zusammengehalten werden, welche in die Richtung der 
Verbindungslinie je zweier Massenelemente fallen und nach 
dem Satze von Wirkung und Gegenwirkung einander entgegen- 
gesetzt gleich sein müssen. Daher kommen diese inneren Kräfte 
eines festen Körpers, obwohl sie ihrer Größe nach durch die 
äußeren Kräfte bedingt sind, nach außen hin gar nicht zur Gel- 
tung, weshalb man sie wohl auch nach dem Vorgange von 
D’Alembert als verlorene Kräfte bezeichnet. Dies tritt 

y am klarsten hervor an zwei mit- 
r einander durch eine starre Gerade 
verbundenen Massenpunkten mı 
und m, (Fig. 115), welche den 
einfachsten Fall eines starren 
Körpers darstellen. Bezeichnen 
wir die augenblicklichen Koordi- 
naten der Massenpunkte mit 
%ıYı, Ca Yo, die Komponenten der 
an ihnen angreifenden äußeren 
Kräfte Q, und & mit X, Yı bzw. 
Be MR Xa Y, und die in die Verbindungs- 
gerade mit der Neigung « gegen die X-Achse fallende innere Kraft 
mit @', welche die Verbindung geradezu ersetzt, so erhalten wir 
zunächst für die Masse mı die Bewegungsgleichungen 
2 
X +0 cosa= m ns Y,+QY'sna =m (1), 
während für die Masse m, mit entgegengesetztem @' 


S 20. Die Bewegung starrer Körper. 159 


Rx d2 
X — W Cosa = Ms ZB Ya — W’ sina@ = Ms Fr (1a) 
gilt. Durch Addition der gleichgerichteten Komponenten wird 
daraus unter Wegfall der inneren Kraft 
d2 2x 5 ze 


Xı+X% =) 79 a —m 2 Ir 
| ass (0) 


& a? y 
Yır y=m N u tm Ng FE 


Sind mehr als zwei solcher Massenpunkte vorhanden, so können 
wir für jeden derselben wieder die Bewegungsgleichungen an- 
schreiben, in denen dann ebensoviel innere Kräfte wie Verbin- 
dungsgerade vorkommen, die sich dann in gleicher Weise bei 
der Addition aller gleichgerichteten Komponenten aufheben, so 
daß man auch für ein beliebiges ebenes Massensystem allgemein 
schreiben darf 

02% EX ‚day 

Tp> Sy m - 
Hierin sind aber SX und I Y nichts anderes als die Kompo- 
nenten der Resultante R aller an dem Massensystem angreifenden 
Kräfte. Führen wir nun noch den Schwerpunkt des Systems 
ein, dessen bei der Bewegung veränderliche Koordinaten x&9%g 
durch die Gleichungen 


Hm = Km + Km +..= em (3) 

yYm= ymı pm 4..= Nym ar 
gegeben sind, so erhalten wir auch durch zweimalige Differen- 
tiation 


SX = Im 


(2a). 


d2X% < d2 x d2x9 le 
IR Sn m IR m TR + rim TB : 
yes ayı | de yo ee] Ba), 
TB Sm = mi Te TMmTp tr. = m TB 
oder eingesetzt in (2a) 
F a2 a d2ı 
X TB Sm, -Y= Ze m (2b), 


d. h. der Schwerpunkt eines beliebigen Massen- 
systems bewegt sich gerade so, als wenn die Resul- 
tante aller äußeren Kräfte auf die in ihm ra 
Gesamtmasse wirkt. 
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Da nun die Resultante von vornherein weder durch den 
Koordinatenanfang noch durch den Schwerpunkt zu gehen 
braucht, so wird durch ihre Parallelverschiebung in die Schwer- 
achse ein Kräftepaar geweckt, dessen Wirkung auf das 
System wir noch festzustellen haben. Das Moment dieses Kräfte- 
paares ist identisch mit dem Moment der Resultanten, welches 
wir nach den Lehren des letzten Paragraphen durch algebraische 
Summierung der Momente der Einzelkräfte bzw. der Momente 
ihrer Komponenten erhalten. Multiplizieren wir demgemäß für 
den Fall der Fig. 115 die erste Gl. (1) mit dem Hebelarm yı, die 
zweite mit x; und ziehen von ihr die erste ab, so folgt 


; d2y d2x 
Yızı — Aıyı + (x Sina — yı cos) =mı Re Sr eh ze) (4). 


Verfahren wir ebenso mit der Gl. (1a), so erhalten wir 


day dx 
Ya Lg — Xo Ya Q' (29 sın & — Ya COS 6) —— 777) (« Sn — 5 7 2 (4 a) 


und durch Addition zu (4) mit Rücksicht auf 
(£g — %ı) sin a = (Ya — Yı) COS «a 
unter Wegfall der mit den inneren Kräften Q’ behafteten Glieder 
| I d2 d?x 
Yırı — Aıyı) + (Yan — Ay) = m ee TR Yı 7) 


d? ya d? 2) 


+ mg e le Ya AR - .®). 


Bei der Ausdehnung dieser Überlegung auf beliebige miteinander 
zusammenhängende Massenpunkte fallen ebenfalls die inneren. 
Kräfte heraus und wir erhalten allgemein 


d2 d2x 
SV — Xy) = m a Ge — ve) re 


als Momentengleichung, die mit}den Formeln (2a) bzw. (2b) 
zusammen die Bewegung eines ebenen Massensystems bestimmt. 
Hierin bedeuten x und y die veränderlichen Koordinaten je 
eines Massenpunktes, der zugleich Angriffspunkt einer äußeren 
Kraft sein kann, aber nicht sein muß. Diese Koordinaten be- 
ziehen sich auf ein ganz willkürliches Achsenkreuz, dessen An- 
fang wir ebensogut wenigstens für einen Augenblick in den 
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Schwerpunkt 8 des Systems verlegen dürfen (Fig. 116), wodurch 
xy Koordinaten in bezug auf zwei zueinander normale Schwer- 
achsen werden. Bezeichnen wir ferner mit v, und v,, wie früher 
die Geschwindigkeitskomponenten eines Massenpunktes mit dem 
Fahrstrahl r vom Anfang, der mit der y 
X-Achse den Winkel g bildet, so er- 
halten wir zunächst 
d2y d2x area de 
dt a 


d 
STE (2%, — Ya) 


oder wegen Gl. (6b) $S 17 


ay ex d 
unten 


= dr r? ) (6). Fig. 116. 


" Damit aber geht die Gleichung (5a) für das Moment M = I(Yx — Xy) 
über in 


U= mr 5%) UERREN ACHT 


das, wie wir gesehen haben, auch noch gilt, wenn der Anfang 
mit dem Schwerpunkt zusammenfällt, womitr den Schwerpunkts- 
abstand eines Massenpunktes bezeichnet. Ist insbesondere unser 
Massensystem starr, so bleibt die gegenseitige Lage seiner 
Punkte untereinander, sowie gegen den Schwerpunkt bei der Be- 
wegung ungeändert, d.h. r ist unabhängig von der Zeit. Ander- 
seits aber erfährt in diesem Falle jeder Fahrstrahl r eines 
Massenpunktes dieselbe Änderung des Drehwinkels p, so daß 


d 
sowohl die Winkelgeschwindigkeit Tr als auch die sog. Winkel- 


d2 
beschleunigung TE allen Bestandteilen des starren Systems ge- 


meinsam ist und daher in Gl. (6a) vor das Summenzeichen ge- 
setzt werden darf. Die Gleichung (6a) geht damit über in 


(6b), 
worin wir den Ausdruck 

EZ En ee 
als das polare Trägheitsmoment des starren Körpers 


in bezug auf seinen Schwerpunkt bezeichnen. Die 
Lorenz, Einführung i. d. Elemente d. höh. Mathem. u. Mechanik. 11 
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äußeren Kräfte rufen demnach an einem Massen- 
system außer der Beschleunigung des Schwerpunktes 
durch die dorthin verschobene Resultante, infolge 
des Auftretens eines Kräftepaares noch eine dessen 
Moment proportionale Winkelbeschleunigung um 
den Schwerpunkt hervor. 

Bemerkenswert ist der analoge Bau der Formel (6b) zur 
einfachen Beziehung Q = mg zwischen der Kraft Q, der Masse m 
und der Beschleunigung g, denen in der Momentengleichung das 
Moment M, das Trägheitsmoment © und die Winkelbeschleuni- 


gung - entsprechen. An Stelle des Trägheitsmomentes kann 


man auch unter Einführung einer Länge k | 
G=Zmi= Ram. mn 

setzen, d. h. sich die Gesamtmasse auf einen Kreis vom Radius% - 
um den Schwerpunkt gleichförmig verteilt denken, weshalb man k 
auch als den Trägheitshalbmesser in bezug auf den Schwer- 
punkt bezeichnet. | 

Da die vorstehenden Überlegungen nur die starre Verbin- 
dung des Bezugspunktes mit den Massenpunkten des Systems 
voraussetzen, so gelten sie offenbar auch für jeden diese Be- 
dingung erfüllenden Punkt $’, dessen Abstand vom Schwer- 
punkt s sein möge. Auf diesen neuen Punkt ist natürlich dann 
auch das Moment M’ der Resultante, wie auch das polare Träg- 
heitsmoment ©’ = Imr'? zu beziehen, worin r’ den unveränder- 
lichen Abstand eines Massenpunktes von S’ bedeutet. Da nun 
in Fig. 116 mit dem Neigungswinkel 9 zwischen s und r 

r?—=r? + 5?-4-.2srcosY, 
so folgt auch 
Smr? = Imr? + Sm + 25 >Imr cos 4. 
Hierin ist aber rcos% der Abstand des Massenpunktes m von 
der zum Abstand s senkrechten Schwerachse durch S; daher 
verschwindet Smr cos 3 als statisches Moment in bezug auf eine 
Schwerachse und es bleibt 
Smr'?— Imr? + 323m 

oder 
Brsuee | Ein Re 
Führen wir dann noch die Trägheitshalbmesser k und A’ durch 
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(7a) bzw. ©' = k'? Im ein, so erhalten wir auch 
Wa— Kir .'% (7 c), 

d.h. der Trägheitshalbmesser in bezug auf einen be- 
liebigen Punkt ist die Hypothenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks, dessen Katheten der Schwer- 
punktsabstand und der Trägheitshalbmesser in bezug 
auf den Schwerpunkt bilden. Gleichzeitig erkennt man aus 
(7b), da s? nur positiv sein kann, daß das Trägheitsmoment 
in bezug auf den Schwerpunkt des Systems das kleinste 
aller möglichen Trägheitsmomente sein muß. 

Ist die Massenverteilung eine kontinuierliche, so er- 
halten wir, unter m die Gesamtmasse verstanden, an Stelle von 
(7a) analog den Ausdrücken für das statische Moment in S 19 

Om mama 2.08) 

und daher für eine mit Masse gleichförmig belegte Linie s 
bzw. Fläche F unter Wegfall der Massenbelegung für die 
Einheit 

Sr NEO RE nam. N... (80). 
Eine entsprechende Formel kann man auch für das Volumen 
aufstellen, wenn dieses in lauter Elementarscheiben normal zu einer 
Drehachse zerlegt wird. Das Trägheitsmoment des Volumens 
ergibt sich dann als die Summe der Scheibenträgheitsmomente, 
die wieder durch Integration gewonnen wird. 

1. Beispiel. Heben sich die an einem Massensystem oder starren 
Körper wirkenden äußeren Kräfte auf, so verschwinden mit der Resul- 
tante auch deren Komponenten IX und 2Y, so daß nach (2b) der 
Schwerpunkt des Systems keiner Beschleunigung mehr unterworfen 
ist. Der Schwerpunkt ’wird sich iin diesem Falle des 
Kräftegleichgewic.hts mit konstanter Geschwindigkeit 
geradlinig weiter bewegen. Verschwindet außerdem noch das 
Moment der Resultanten, d.h. wirkt auf das System kein Kräftepaar, 
so ist nach (6b) infolge des Wegfalls der Winkelbeschleunigung noch 
eine Rotation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
um den geradlinig fortschreitenden Schwerpunkt 
möglich. 

Die Explosion einer Granate erfolgt durch die Wirkung innerer 
Kräfte, welche auf die Bewegung des Systems als Ganzes ohne Ein- 
fluß sind. Erfolgt also die Explosion vor dem Aufschlagen in der 
Bahn, so bewegt sich der Schwerpunkt — wenn von der Wirkung 
der Luft abgesehen wird — unter dem Einfluß der Schwere in der 

21= 
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ursprünglichen Wurfparabel weiter, trotzdem die einzelnen Splitter hier- 
von ganz verschiedene Bahnen beschreiben. 


2. Beispiel. Eine zylindrische Walze vom Radius a, der 
homogen verteilten Masse m und dem Trägheitshalbmesser k rolle eine 
schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel « herab (Fig. 117). Alsdann 
greift zunächst im Walzenzentrum S als 
Schwerpunkt das Gewicht @=mg an, von 
dem aber die zur schiefen Ebene normale 
Komponente @Gcosa durch deren Gegen- 
wirkung aufgehoben wird. Unter dem Ein- 
fluß der andern Komponente Gsin« würde 
dann die Walze einfach abrutschen, wenn 
| sie nicht am Gleiten durch eine Tangential- 
kraft T an ihrem Berührungspunkt mit der Ebene gehindert würde. 
Diese von der Rauhigkeit der Oberfläche herrührende Kraft T ist nun 
ebenfalls nach der Walzenmitte zu verschieben, so daß dort nur noch 
als treibende Kraft @sin« — T übrig bleibt. Ist dann v9 die momen- 
tane Schwerpunktsgeschwindigkeit, so hat man 

Gsinae— T=m z ee 
Außerdem aber ist durch die Parallelverschiebung von T ein Kräfte- 
paar mit dem Moment Ta geweckt worden, welches die Winkel- 


d 
geschwindigkeit der Walze » — “7 derart vergrößert, daß 


dt 
2m 
Ta-me I —mrl oe 


Da nun die Walze nicht gleitet, sondern sich nur abwälzt, so ist 
das Wegelement des Schwerpunktes gleich dem Bogenelement des Um- 
fangs, also ds—=adyp oder nach Division mit dt 

v=AD, 
womit (10) übergeht in 
k? dv 
T—m os I De ee 

Setzen wir dies schließlich in (9) ein und beachten noch, daß 

G—=mg, so folgt 


geina—(1+, =) N 
dy 


sin« 
Schwerpunktshöhe über irgendeinem Horizont bedeutet 


—gdy= =(1+, u) de -(1+- vd art ER 


oder nach Multiplikation mit ds— — ‚ wenn y die momentane 
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Dies liefert integriert zwischen den Grenzen %, und % 
k2 v2 Any 2 
ni +) ae 
oder wenn wir die durchfallene Schwerpunktshöhe 9, — y=h setzen 


—— Ve — war TAN EL: ab b). 


Die Endgeschwindigkeit des Walzenschwerpunkts 
ist demnach infolge der Rotation geringer, als wenn 
die Walze ohne abzurollen die Höhe kA nur durchfallen 
hätte. | 

3. Beispiel. An einem um den Punkt O0 im Schwerpunkts- 
abstande OS= s’ drehbaren Körper, einem sog.physischen Pendel 
(Fig. 118) vom Gewichte @=mg wirkt bei der Neigung 9 der Schwer- 
achse gegen die Vertikale O'’Z das Moment M 
—=Gs'siny derart, daß es den Winkel 9 zu ver- 
kleinern strebt. Infolgedessen ist mit dem Träg- 
heitshalbmesser %k'’ des Pendels in bezug auf O zu 
setzen 


d? | 
m k'? 7a 68 sinp=— mgssing 
oder 
d’y BE; 
de = — 9 sın ee Va f - (12). 


Vergleichen wir diese Formel mit Gl. (15) $16 
für das mathematische Pendel von der Länge |, so 
stimmt sie vollkommen mit dieser überein, wenn wir 


k'? Fig. 118. 
ge (12a). 


setzen. Man bezeichnet darum auch diese Länge / als die auf das 
mathematische Pendel reduzierte Pendellänge. Da weiterhin 
nach Gl. (17) 816 die Schwingungsdauer des Pendels für 


kleine Ausschläge 
F ® 2b 
u—=2n arg er an Re iah), 


so kann man bei bekanntem Schwerpunktsabstand s’ der Drehachse 
aus der Schwingungsdauer den Trägheitshalbmesser 
des Pendels bestimmen. Führt man dann noch durch Gl. (Te) 
den Trägheitshalbmesser in bezug auf den Schwerpunkt in (12a) ein, 
so wird daraus 


ERS EHEN . Wen) 
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oder nach s’' aufgelöst 
l / ]2 
et Ri + D 
En Yet se, 


d.h. es gibt für jedes Pendel zwei Drehpunkte O'und 0" 
in verschiedenen Abständen vom Schwerpunkt, welche 
auf dieselbe reduzierte Länge /und damit auf dieselbe 
Schwingungsdauer führen. Bezeichnet man diese beiden Ab- 
stände mit s’ und s”, so ist aus. (13a) 


sts)... RR 


d.h. der Abstand der beiden Drehpunkte für dieselbe 
Schwingungsdauer ist gleich der reduzierten Pendel- 
länge. Ein derartiges, mit zwei meist als Schneiden ausgebildeten 
Drehpunkten versehenes Pendel, von denen die eine gewöhnlich zur 
scharfen Einstellung auf die gleiche Schwingungsdauer verschiebbar 
angeordnet wird, bezeichnet man dann als Reversionspendel. 

4. Beispiel. Das polare Trägheitsmoment einer Kreisring- 
fläche mit den Radien r, und r, (Fig. 119) in bezug auf ihren Mittel- 
punkt ist nach Gl. (8a) mit dAF=2nrdr und F=n(r?—r,?), ge- 
geben durch 


Tg 


Ir ye=2n rar in) EN 


I e% 
WET woraus 
| 
ee ee 2 2 
k eye en? 5) (7, Fre (14a) 
— resultiert. 
Allgemeiner haben wir also auch wegen 
ey, | 
9=ZImr?— 2m? Zmy? 2272055 
Fig. 119. worin wir die Ausdrücke 
EIme—= 9, —k23m Zmy—=0,—=k?22m (15a) 
als die Trägheitsmomente in bezug auf die Y- bzw. X-Achse oder 
kurz als axiale Trägheitsmomente bezeichnen, denen die Träg- 
heitshalbmesser kz» und ky derart entsprechen, daß 
ketkpmke ....0 2 wen 
ist. Von diesen axialen Trägheitsmomenten geht man zweckmäßig 
immer aus, wenn es sich um andere als Kreisringflächen handelt. So 
erhält man z.B. für das Rechteck (Fig. 120) mit den Seiten a und 
b und der Fläche F=ab in bezug auf zwei Symmetrieachsen durch 
den Schwerpunkt O0 
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201 
0. —krab= (at de= I, el 
N rn (16P 
b°’a b? 


9,—=hab=\yady—-y. = 
b 


2 . 


und daher das polare Trägheitsmoment 
ab a?—+- b? 
BT): Io WETFIROALAGRL 
Das Trägheitsmoment @.' in bezug auf eine um s vom Schwer- 
punkt entfernte Parallele zur Y-Achse ist dann allgemein mit! =s+% 
(Fig. 121) 


9 —=:Eme +? =? rm +ma’-+2s3me 
' oder, da das statische 
Moment Ymx in bezug 
auf die Schwerachse OY 
verschwindet, 
0. —=s?Zm+ Lmx?(1T) 
mit dem Trägheitshalb- 
messer k,.', der sich aus 
E82 kr (178) 
berechnet. Die durch 
Gl. (7c) dargestellte Be- Fig. 120. Fig. 121. 
ziehung zwischen den 
polaren Trägheitsradien gilt demnach auch für die axialen, so daß 
man bei beliebig vorgelegten Achsen immer von den Trägheits- 
momenten in bezug auf die parallelen Schwerachsen ausgehen kann. 
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Wirkt auf einen Massenpunkt m eine Kraft Q und ein dieser 
entgegengesetzter Widerstand W, so ruft die Resultante beider 


0 — W eine gleich gerichtete Beschleunigung q = z hervor, 
derart, daß dv 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit dem Wegelement ds des 
Massenpunktes und beachten, daß ds = vdt ist, so folgt auch 


Das W ds midvun rue Mer o La) 
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oder integriert zwischen zwei Grenzen s, und s, denen die Ge- 
schwindigkeiten vg und v entsprechen 


Ss Ss m 
|Qas= | Wäds+ 5, (# — u) re, 
So So 


Hierin bezeichnen wir die linke Seite als die Arbeit der trei- 
benden Kraft Q, das erste Glied der rechten Seite als die 


Arbeit des Widerstandes W und den Ausdruck 5 v2 als die 


Bewegungsenergie oder kinetische Energie der Masse m. 
Dann besagt die Gl. (1b), daß die Arbeit der treibenden 
Kraft gleich ist derjenigen des Widerstandes vermehrt 
um den Zuwachs der kinetischen Energie der unter 
dem Einfluß beider bewegten Masse. 

Die Integrale der Gl. (1b) sind nur ausführbar, wenn die 
beiden Kräfte @ und W als Funktionen des Weges s gegeben 
sind, dagegen kommt in dieser Gleichung die Zeit nicht mehr 
vor, so daß also die Änderung der kinetischen Energie 
einer bewegten Masse unter dem Einfluß von Kräften, 
die nur mit dem Orte der Masse, d. h. mit ihrer Lage 
variieren, selbst eine Funktion der Lagenänderung 
und unabhängig von der Zeit ist. Dieses Ergebnis wird 
besonders übersichtlich durch die graphi- 
sche Verzeichnung der Abhängigkeit 
\ der Kraft und des Widerstandes vom 
Wege s, vgl. Fig. 122, wobei die beiden 
Integrale in (1b) als Flächen zwischen 


der Abszissenachse erscheinen, deren 
schraffierte Differenz dann ein Maß für 
die Änderung der kinetischen Energie auf dem Weges — 5 
bildet. In den Schnittpunkten A und B beider Kurven ver- 
schwindet nach (1) die Beschleunigung; und daher ist dort die 
Geschwindigkeit bzw. die kinetische Energie ein Minimum bzw. 
ein Maximum, wenn zwischen ihnen die Kraftkurve @ über der 
Widerstandskurve W verläuft. 


ie. 122, 


\ der Kraft- bzw. Widerstandskurve und | | 


Im Falle einer konstanten Kraft ist die Arbeit das Produkt 


aus der Kraft mit dem durchlaufenen Wege, weshalb man in 
der Technik als Maßeinheit der Arbeit das Meterkilogramm 
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(mkg) benutzt, während die Physiker als Einheit das Produkt 
von 1 Dyne mit 1cm gewählt haben und als Erg bezeichnen. 

Ist die Bewegung des Massenpunktes P eine krummlinige 
(Fig. 123), so bildet die Resultante R der Kräfte und W, die 
selbst nicht einmal in dieselbe Ge- 
rade zu fallen brauchen, im allge- 
meinen mit den Bahnelementen ds 
einen Winkel 3. Bezeichnen wir die 
Komponenten der Resultanten mit 
X und Y, diejenigen der Bahn- 
geschwindigkeit wie früher mit ®. 
und v,, so haben wir die beiden von- 


einander unabhängigen Bewegungs- Fig. 133. 
formeln 
dv: = dv, 
Ar —=.M BI KM At ern De (2). 


Multiplizieren wir die erste mit de —=v.dt, die zweite mit 
dy = v,dt und addieren, so folgt 
Xdc + Ydy=m (wdv: 4 vydvo,) . . . (2a) 


ve v2 v2 
VYedvx 4 vVydvy = vdv 

die resultierende Geschwindigkeit von m liefert, 
ROBE IT D= MITE ID TI 2D) 

Vergleichen wir diese Formel mit (1a), so erkennen wir, daß 

die rechte Seite wieder das Differential der kinetischen Energie 

der Masse m darstellt, während links die Summe der Arbeits- 

elemente der beiden Kraftkomponenten X und Y steht. Ist 

ferner mit dem Neigungswinkel « der Kraft gegen die X-Achse 

Aueh GoBla, un = Reina 
und mit der Bahnneigung 7 


oder auch, da 


(8) 


a ds c0aT, Uyp==/dssinT, 
so wird aus der linken Seite von (2b) mta— r=% 


Rds (cos«acosr + sinasinr) = Rdscos (a — r) =Rdscos % 


d 
oaer Tas Qu MB U lin are; 


d.h. für die Arbeit einer Kraft kommt nur die in die 
Bahntangente fallende Komponente in Betracht, 
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während die Normalkraft zur Bahn keine Arbeit leistet, 
da in ihrer Richtung keine Verschiebung stattfindet. 

Geht die Richtung der Resultanten dauernd durch einen 
festen Punkt, z. B. den Koordinatenanfang O, so sprechen wir 
von einer Zentralkraft und erhalten mit dem Fahrstrahl OP=r 


csu=-, ine, @ +2 —=r 
oder 
Kay A Bay re 
oder eingesetzt in (2b) 
Rdr= mvdv . .. wa 
Diese Formel stimmt aber mit R = mg vollständig mit der 


Gl. (4) $ 17 für die Zentralbewegung überein, die mithin 
unter dem Einflusse einer Zentralkraft verläuft, welche ebenso 
wie die a. a. OÖ. besprochene Zentralbeschleunigung nur eine 
Radialfunktion sein kann. 

Sind mehrere Massenpunkte vorhanden, ‘so gilt natürlich 
für jeden derselben die Gl. (2b), wenn X und Y die Kompo- 


nenten der Resultante aller am Punkte angreifenden Kräfte ein- - 


schließlich der inneren bedeuten. Sind dagegen die Massen- 
punkte starr miteinander verbunden, so heben sich die Arbeits- 
elemente je zweier entgegengesetzt gleicher innerer Kräfte auf, 
da die in die Richtung der starren Verbindungslinie fallenden 
Verschiebungsprojektionen gleich groß ausfallen. Somit lautet 
die Energiegleichung eines starren (ebenen) Systems 


S(Xdc 4 Yay) = 3moudu. 220 2 


worin X und Y nur mehr Komponenten äußerer Kräfte 
darstellen. Befindet sich das System im Gleichgewichts- 
zustande, so verschwindet mit v=0 die ganze rechte Seite 
von (6) und es bleibt | 
Ss Adan - Yiy)=0d nn ned 

Hierin stellen die Differentiale d« und dy, da im Gleichgewichte 
tatsächlich keine Ortsveränderungen stattfinden, nur mögliche 
unendlich kleine Verschiebungen dar, die wir darum 
virtuelle nennen und den Ausdruck (6a) als das Prinzip 
der virtuellen Verschiebungen bezeichnen. Es besagt 
dies nichts anderes, als den Ausgleich der virtuellen 
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Arbeiten der äußeren Kräfte, so daß das Differential ihrer 
Gesamtarbeit im Falle des Gleichgewichts verschwindet. 

Die Energieformel eines starren Körpers gestattet übrigens 
noch eine bemerkenswerte Umfor- 
mung durch Einführung der Schwer- 
punktskoordinaten &,%Yo, so daß wir 
nach Fig. 124 für die Koordinaten 
xy eines beliebigen Massenpunktes m 
im Schwerpunktsabstande r 

T BR u m 0 

y=-zytrsmy=y+N 
schreiben dürfen, worin & und 7 die 
Koordinaten von m in bezug auf zwei zu den ursprünglichen 
Achsen parallele Schwerachsen bedeuten. Daraus folgt aber 


(7a), 


en x 
Fig. 124. 


dc = do — rsingdy = dog — LE 

dy=dyt+respydg=dy-tEdp) 
womit die linke Seite von (6) übergeht in 

S(Xdc+ Yay)= day 2X +dyp ZSY+dygS(YE— An), 
oder, da 8(YS— Xn)= M das Moment der äußeren Kräfte in 
bezug auf den Schwerpunkt bedeutet, auch kürzer 
S(Xdze + Ya) = dm 2X +dyp ZSY+Mdg . (7b). 

Anderseits ist nach (7a) durch Division mit dt 


dx do dp 
ee RT Fear ; 
dy _ dyo dp 8). 


a ae 
wenn wir mit v., und v,, die Komponenten der Schwerpunktes- 
geschwindigkeit vg und mit » = er die Winkelgeschwindigkeit 
der Drehung des Körpers bezeichnen. Durch Quadrieren und 
Addieren von (8) folgt aber wegen u? + v2? —= v2, v2 + vr = 005, 
un 

ve = vg + rw? 4 2w(EVy, — NVn) -» +» - (8a) 
und nach Multiplikation mit m und Summierung über alle 
Massenpunkte 

mi = ve Im + 0 Imr 4200, Zm& — 20 v., I mn. 


Hierin verschwinden aber die Größen Im& und I mn als statische 
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Momente in bezug auf zwei Schwerachsen und es bleibt unter 
Einführung des Trägheitsmomentes Imr? = © 
mv” = ve amt WO een eh 
d.h. die kinetische Energie eines starren Körpers setzt 
sich aus der kinetischen Energie der im Schwerpunkt 
konzentriert gedachten und mit der Schwerpunkts- 
geschwindigkeit bewegten Gesamtmasse sowie einem 
der Rotation um den Schwerpunkt entsprechenden 
Betrage, der sog. Rotationsenergie zusammen. Differen- 
zieren wir schließlich die Gl. (8b) und führen sie mit (7b) in 
die Energieformel (6) ein, so lautet diese auch, indem wir noch 
für die Komponenten der Resultante aller Kräfte kürzer X —= X, 
2Y = Y, schreiben 
X,dty + Ydy + Mdy = udn Zm + Owdw . (6b). 


Diese Gleichung kann auch noch auf ein ganzes System starrer 
Körper ausgedehnt werden, da auch hierbei die Arbeit der 
inneren Kräfte verschwindet. In diesem Falle benutzt man für 
die linke Seite bequemer die allgemeine Form, wie in (6) und 
schreibt, unter m die Gesamtmasse eines solchen San mit 
dem Trägheitsmoment © verstanden 
Z(Xdze-+ Ydy) = Zmudn + 2Oudo . (6e). 

1. Beispiel. Ein Stein von der Masse m und dem Trägheits- 
moment ®=mk’° in bezug auf seinen Schwerpunkt werde an einem. 
masselosen Faden von der Länge r mit der Winkelgeschwindigkeit 
® herumgeschleudert, so daß sein Schwerpunkt in der Kreisbahn die 
Geschwindigkeit v,—=r® besitzt. Wird plötzlich der Drehpunkt frei- 
gegeben, so wirken, wenn wir zunächst von der Schwere absehen, 
auf den Stein keine äußeren Kräfte, so daß wir aus(6b) die Gleichung 


erhalten mv,dw + Bodo —0 
oder 2 2 
= ar en => (2 +k)—=(onst. ... . 9. 


Hierin ist aber der Ausdruck m(r?-+k2)—= ©' das polare Trägheits- 
moment des Steins in bezug auf den Fadendrehpunkt vor dem Ab- 
schleudern, so daß wir die gesamte kinetische Energie auch als Ro- 
tationsenergie um diesen Drehpunkt auffassen dürfen. Die Rotation 
des Steines um seinen Schwerpunkt nach dem Abschleudern erkennt 
man übrigens leicht an dem Aufwickeln des mitgeführten Fadens. 

2. Beispiel. Werfen wir einen an der Erdoberfläche ruhenden 
Körper von der Masse m auf die Höhe h, so daß er dort die 
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Geschwindigkeit v besitzt, so ist der zu überwindende Widerstand sein 
Gewicht @= mg mit einer vertikalen Richtung nach unten, so daß 
als Widerstandsarbeit nur das Produkt des Gewichtes mit der Projek- 
tion der Bahn auf eine Vertikale, d. h. mit der Höhe h selbst in Frage 


2 
kommt. Mithin ist die dem Körper”zü) erteilende Arbeit GR. 
Mit derselben Arbeit hätten wir den Körper auch auf eine andere 
Höhe Ah, bringen und ihm dort die Geschwindigkeit c erteilen können, 


so daß 
mv? c? 
Gh —6ehtmz - . 5 . ® . (10) 


wird. Alsdann sagen wir, daß der Körper in beiden Lagen 
inbezug auf dieErdoberfläche denselben Arbeits- oder 
Energieinhalt besitzt und bezeichnen insbesondere 
die Produkte Gh bzw. Gh, als seine potentielle Energie 
i ? en mv? mc? 
im Gegensatze zu der kinetischen 9 bzw. 5 

Setzen wir dann in die Gl. (10) für das Gewicht @= mg ein, 
so folgt mit A—h, =y 

29(k—h)=29y=dR—v, 


die uns aus $ 16 Beispiel 3 schon bekannte Beziehung zwischen der 
Geschwindigkeit v und der Steighöhe y auf freier oder gezwungener 
Bahn unter dem Einfluß der Erdbeschleunigung g bei einer Anfangs- 
geschwindigkeit c. 

3. {Beispiele Am Ende A eines um OÖ rotierenden Stabes 
O0A==r greife drehbar eine Stange AB==I! an, deren anderes Ende 
B auf einer Geraden AB durch O hin- und hergleiten kann, während 
OA sich um O dreht (Fig. 125). 
Lassen wir dann in der Rich- 
tung OB=x eine Kraft @ bei 
B wirken, so wird dieser an 
A durch eine tangentiale Gegen- 
kraft W das Gleichgewicht ge: 
halten, die wir nach dem Prin- 
zip der virtuellen Verschie- 
bungen bestimmen wollen. Be- 
zeichnen wir den Drehwinkel 
der sog. Kurbel r gegen die Gleitbahn OB mit y, so entspricht 
einer Verkürzung von x um dx der Drehwinkel dy, so zwar, daß 


nach Gl. (6a) 
Qdc+ Wrdy=V0 
oder 


Fig. 125. 


ee ee (dl) 
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ist. Anderseits aber haben wir in dem Dreieck OAB mit dem Winkel 


OBA= 
v C—=rcosp—lcoswy 


rsinp—=1sin y (12), 
d ; 
a ar —=— sin Be, a 
dos eg = dy 
roosp=lcosyhn. 
daß 
as I ER siny copy sin) 
rdp “ co En cos 
und damit 3 
wo BerV) N 


cos 
wird. Verlängern wir nun die Gerade AB bis zum Schnittpunkt C 
mit der Vertikalen in OÖ, so ist in dem Dreieck OAC der Winkel OAC 
=o-+v, 0OCA = W’— y, also 
W sn@+v) 00 
Q  sin(0’-„) 04’ 
wonach die gesuchte Kraft W bequem konstruiert werden kann. 
4. Beispiel. Über eine Rolle mit dem Radius a und dem 
polaren Trägheitsmoment © = mk? wird ein 
Faden mit zwei Gewichten , =m, 9 >G%& 
— m,g gelegt (Fig. 126). Alsdann beginnt sich 
die Rolle mit der Winkelgeschwindigkeit © in- 
folge der Abwärtsbewegung des größeren Ge- 
wichtes zu drehen. Wenn das Seil nicht gleiten 
v soll, so ist die Geschwindigkeit beider Ge- 
wichte v—= ao und wir erhalten bei einer 
G, Senkung von G, um dh, der eine ebenso große 
Steigung von @, entspricht, nach (6c) 
(FH, — %) dh= (m, + m)vdv+mk?odo 


oder 


(m, —m)gah= (m. + m, + m =) vdv (15) 


v Fig. 126. 
und integriert bei anfänglichem Ruhezustand 


k2 | 
m MM; | ” 
I el). 


m, — Mm, | 
Dividieren wir (13) mit dt und beachten, daß dh=vdt ist, so 
folgt schließlich für die Beschleunigung des Gewichts 
.dv m, — mM, 


= n 
m +m,-+ m 


dti®= 
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eine Formel, die man an der sog. Atwoodschen Fallmaschine 
leicht experimentell prüfen kann. 

5. Beispiel. Treffen zwei Körper mit den Massen m, und m, mit 
verschiedenen Geschwindigkeiten v, und v, zusammen, so findet eine 
plötzliche Geschwindigkeitsänderung beider statt, die wir als Stoß be- 
zeichnen. Da während der Berührung die Körper entgegengesetzt gleiche . 
Kräfte aufeinander ausüben, so besteht unter Vernachlässigung der 
Wirkung äußerer Kräfte während der sehr kurzen Stoßdauer zu- 
nächst die Gleichung dr, „au 

N 
oder nach Weglassung des gemeinsamen Nenners dt und Integration 
mu Tmu = mim mul... 2020.14), 
worin v,' und v,' die Geschwindigkeiten nach dem Stoße sein mögen. 
Das Produkt mv bezeichnet man auch als die Bewegungsgröße, so daß 
also beim Stoße die Summe der Bewegungsgrößen keine 
Änderung erfährt. 

Die Formel (14) reicht nun offenbar nicht aus, die beiden Un- 
bekannten v,' und v,' zu bestimmen, vielmehr ist hierzu noch eine 
zweite Bedingung erforderlich. Eine solche ergibt sich aus der For- 
derung, daß während des Stoßvorgangs keine Energie verloren gehen 
soll, wofür wegen der Vernachlässigung äußerer Kräfte nur die kinetische 
Energie beider Massen zusammen in Frage kommt. Alsdann sprechen 
wir von einem elastischen Stoße und haben mit Weglassung des 


Nenners 2 me mw mut tmwt 2.0.0. 00). 
Schreiben wir die beiden Gleichungen in der Form 
m, w — v 1) — m, (ty — v3) 
m, (2° — vu) =m, (9%? — vy'?), 
folgt d rch Di ision 
so Tolgt durc = vtu'=v,4%' N EN (16) 


und in Verbindung mit (14) 
De (m, —mM,)v, 2m, v, 
m, + m, 
_ m —m)w+ 2m, dv, 
zZ m, + m, 

Trifft z. B. ein Elfenbeinball auf einen andern von derselben 

Masse, so hat man mit m, = m,, 

v4 y=®v 
d.h. die Bälle tauschen ihre Geschwindigkeiten aus, 
wovon man beim Billardspiel häufig Gebrauch macht. 

Trifft die eine Masse m, auf eine feste Wand, so dürfen wir 
diese als Bestandteil einer unendlich großen Masse betrachten, also 
mM, —=X und v%,—=0 setzen, womit aus (17) 

rl =—%, 


AD: 


! 


#“ 
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d.h. ein einfachesRückprallen mit derselben Geschwin- 
digkeit folgt. 

Trifft der Ball die feste Wand in schräger Richtung, so können 
wir die Geschwindigkeit vor den Stoß in eine Normal- und eine 
Parallelkomponente zur Wand zerlegen, von denen die letztere (wenn 
wir keine Reibung annehmen) durch den Stoß unbeeinflußt bleibt. 
Die erstere erfährt dagegen nach dem Vorstehenden lediglich eine Um- 
kehrung, so daß also der Körper nach dem Stoße die Wand mit einer 
gleich großen Geschwindigkeit auf der anderen Seite der Berührungs- 
normalen also analog dem gespiegelten - Lichtstrahl mit demselben 
Neigungswinkel verläßt. 

6. Beispiel. Im Gegensatz 'zu dem elastischen steht der un- 
elastische Stoß, nach dem die mit verschiedener Geschwindigkeit 
zusammentreffenden Körper mit einer gemeinsamen Geschwindigkeit 
v sich weiter bewegen, also wie zwei Lehmkugeln aneinander haften 
bleiben. Alsdann lautet die auch hierfür gültige Gl. (14) 

mu mW, =(m, m,V 2.0.0, 0m 
woraus sich die gemeinsame Endgeschwindigkeit zu 
ad + My td, 
m tm 
berechnet. Da weiterhin die kinetische Energie beider Körper vor 


Mm 
dem Stoße So + 5 v,- war, nach dem Stoß aber ee. v2 ist, so 


geht durch Br Stoß = Energiedifferenz 


Ms m, m 
2 1 2 92 
I=u4+ 2% 5 vo. we) 
verloren. Setzen wir hierin den Wert für v aus (18a) ein, so wird 
dieser Energieverlust 


. (18a) 


mm Wer 
m, + m, 2 
also proportional dem Quadrate der Geschwindigkeitsdifferenz beider 
Körper vor dem Stoße. Der Versuch lehrt nun, daß dieser Energie- 
betrag teils zur Formänderung, andernteils aber zur Erwärmung 
beider Körper gedient hat, also in Wirklichkeit nicht verschwunden 
ist. Aus diesem Grunde betrachtet man auch die Wärme nur als eine 
andere Form der Energie, die u.a. auch da in Erscheinung tritt, wo 
die Bewegung scheinbar starrer Körper durch Reibung an anderen 
oder durch den Widerstand in Flüssigkeiten oder Gasen (z. B. der 
Luft) gehemmt wird. Die hierdurch geweckten sog. Widerstands- 
kräfte unterscheiden sich von den bisher betrachteten treiben- 
den Kräften dadurch, daß sie niemals eine Beschleunigung, sondern 
nur in der Bewegungsrichtung eine Verzögerung hervorrufen können. 


(19a), 
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